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2. 0BЛекция 1. Предел 
функции одной пере-
менной.  

22..11..  1BЧЧииссллооввыыее  ммнноожжее--
ссттвваа    
2.1.1. 2BППррооммеежжууттккии  ии  ммнноожжее--
ссттвваа    

Напомним основные определения про-
межутков на числовой прямой,  
1) Окрестность, ( )1 2( ) ,a a aδ δΩ = − + , 
где 1 0δ > , 2 0δ > .  
2) Шаровая (симметричная) окрест-
ность, ( ) ( , )a a aδ δ δΩ = − + , 0δ > .  
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3) Проколотая окрестность, 
ˆ ( ) ( , ) ( , )a a a a aδ δ δΩ = − + , 0δ > .  

4) Левая окрестность, 
( ) ( ) ( , )a a aδ δ−Ω = − , 0δ > .  

5) Правая окрестность, 
( ) ( ) ( , )a a aδ δ+Ω = + , 0δ > .  

22..22..  ООггррааннииччеенннныыее  
ффууннккццииии    
2.2.1. ГГррааннии  ффууннккццииии    

Замечание.  В этой главе всегда предпо-
лагаем, что функция ( )f x  определена 
на множестве X .  
Определение 1. Число B  называется 
верхней гранью (в.г.) функции ( )f x  на 
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множестве X , если x X∀ ∈  верно 
( )f x B≤ .  

Отрицание 2 (отрицание). Число B  не 
является верхней гранью функции ( )f x  
на множестве X , если : ( )x X f x B∃ ∈ > .  
Теорема 1а. Если число B  является 
верхней гранью функции ( )f x  на мно-
жестве X  и D B> , то число D  также 
является верхней гранью ( )f x  на мно-
жестве X .  x X∀ ∈  верно ( )f x B≤ , 
поэтому x X∀ ∈  верно ( )f x B D≤ < , 
поэтому x X∀ ∈  верно ( )f x D≤ .   
Теорема 1б. Если B  явл. в.г. ( )f x  на X  
и D B> , то D  также явл. в.г. ( )f x  на 
X .  
Самостоятельно: 
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Определение 2.  Число A  называется 
нижней гранью (н.г.) функции ( )f x  на 
множестве X , если x X∀ ∈  верно 

( )f x A≥ .  
Определение 3.  Функция ( )f x  называ-
ется ограниченной сверху на множестве 
X , если эта функция на этом множестве 
имеет верхнюю грань, т.е. если  

:B x X∃ ∀ ∈  верно ( )f x B≤ .  
Самостоятельно: 
Определение 4.  Функция ( )f x  называ-
ется ограниченной снизу на множестве 
X , если эта функция на этом множестве 
имеет нижнюю грань, т.е. :A x X∃ ∀ ∈  
верно ( )f x A≥ .  
Задание. Составьте отрицания.  
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2.2.2. ООггррааннииччеенннныыее  ффууннкк--
ццииии    

Определение 5.  Функция ( )f x  называ-
ется ограниченной на множестве X , 
если эта функция на этом множестве 
имеет верхнюю грань и имеет нижнюю 
грань, т.е. , :A B x X∃ ∃ ∀ ∈  верно 

( )A f x B≤ ≤ .  
Равносильное определение:  
Определение 6.  Функция ( )f x  называ-
ется ограниченной на множестве X , 
если :B x X∃ ∀ ∈  верно ( )f x B≤ .  
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2.2.3. 4BННееооггррааннииччеенннныыее  ффууннкк--
ццииии    

Определение 1.  Функция ( )f x  называ-
ется неограниченной на множестве X , 
если : ( )A x X f x A∀ ∃ ∈ > .  
Определение 2.  Функция ( )f x  называ-
ется неограниченной сверху на множе-
стве X , если ( ):A x X f x A∀ ∃ ∈ > .  

Пример 1.  1( )f x
x

=  на (0;1)X =  явля-

ется ограниченной снизу, но неограни-
ченной сверху.  
 1) (0;1)X∀ ∈  верно ( ) 0f x ≥ , но  
2) (0;1) : ( )A x f x A∀ ∃ ∈ > , а именно, 

0,5x =  при 0A ≤  и 1
2

x
A

=  при 0.A >   

mailto:boombook@yandex.ru


9        МА k1s1m1-n01-1b-Предел функции  

А.А.Быков boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

Пример 2.  Функция ( ) arctgf x x=  явля-
ется ограниченной на множестве 

( , )X = −∞ +∞ .  Пусть 
2

A π
= , и тогда 

( )x X f x A∀ ∈ ≤ .    
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Пример 3.  Функция 2( ) logf x x=  на 
множестве (0, )X = +∞  является неог-
раниченной.   Пусть 0A > .  
1) Решим неравенство 2log x A> , 

2Ax > , x X∈ .  
2) Решим 2log ,x m<  (0;2 )mx∈ , x X∈ . 
Оба множества непустые.  
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Пример 4.  Функция 2( ) logf x x=  на 
множестве [1; 16]X = , 2log [1;16] [0;4]∈ , 
ограничена.  
См. предыдущий рисунок.  
Обозначение ограниченной функции 

( ) (1)f x O=   на множестве X .  
Теорема 1  (ограниченность суммы, раз-
ности, произведения). Если ( ) (1)f x O=  
(т.е. ограничена) на множестве X  и 

( ) (1)g x O=  на X , то  
1) ( ) ( ) (1)f x g x O+ =  на X ,  
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2) ( ) ( ) (1)f x g x O− =  на X ,  
3) ( ) ( ) (1)f x g x O⋅ = , x X∈ .  
 :A x X∃ ∀ ∈  верно ( )f x A≤ ,  

:B x X∃ ∀ ∈  верно ( )g x B≤ ,  

Так как ,a b a b+ ≤ +  то 

( ) ( ) ( ) ( ) .f x g x f x g x A B+ ≤ + ≤ +   
Поэтому x X∀ ∈  верно 

( ) ( )f x g x A B+ ≤ + .    
Замечание. Для операции деления ут-
верждение теоремы не верно.  
Задание. Приведите пример.  
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2.2.4. 5BЛЛооккааллььнноо  ооггррааннииччеенн--
нныыее  ффууннккццииии..    
2.2.5. ЛЛееккцциияя  ММ0022--22001122--0099--0077    

Определение 1.  Функция ( )f x , опреде-
ленная в некоторой ( )aΩ , называется 
локально ограниченной в окрестности 
точки x a= , если она ограничена в не-
которой окрестности точки x a= , т.е. 
если  

0, : ( )A x aδδ∃ > ∃ ∀ ∈Ω  верно ( )f x A≤ .  
Обозначение: ( ) (1)f x O=  в ( )aΩ .  
Определение 2.  Символ (1)O  на X  оз-
начает ограниченную функцию на мно-
жестве X .  

Пример. Пусть 7( )
7

xf x
x
+

=
−

.  

mailto:boombook@yandex.ru


13        МА k1s1m1-n01-1b-Предел функции  

А.А.Быков boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
-20
-15
-10
-5
0
5

10
15
20

x

y

  
Это пример функции, локально ограни-
ченной в окрестности любой точки чи-
словой оси, кроме точки 7x = .  
Теорема 1 (локальная ограниченность 
суммы, разности, произведения).  
Если ( ) (1)f x O=  и ( ) (1)g x O=  в ( )aΩ  
(в окрестности точки x a= ), то  
1) ( ) ( ) (1)f x g x O+ = ,  
2) ( ) ( ) (1)f x g x O− = ,  
3) ( ) ( ) (1)f x g x O⋅ =  в ( )aΩ .  
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 а) 0, : ( )
ff fA x aδδ∃ > ∃ ∀ ∈Ω  верно 

( ) ff x A≤ .  
Б) 0, : ( )

gg gA x aδδ∃ > ∃ ∀ ∈Ω  верно 

( ) gg x A≤ .  

Пусть ( )min ,f gδ δ δ=  и 0f gA A A+ = > .  

Тогда ( )x aδ∀ ∈Ω  верно 
( ) ( ) f gf x g x A A A+ ≤ + = .    

22..33..  66BBППррееддеелл  ффууннккццииии  вв  
ттооччккее..    
2.3.1. 6BООппррееддееллееннииее  ппррееддееллаа  
вв  ттооччккее..    

Замечание 1. Для того, чтобы можно 
было исследовать существование и на-
ходить значение предела функции ( )f x  
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при x a→ , достаточно потребовать, 
чтобы точка x a=  была предельной 
точкой области определения X  функ-
ции ( )f x , т.е. 

0 : 0x X x aε ε∀ > ∃ ∈ < − < .  
Равносильное условие, 0ε∀ >  система 

,
0

x X
x a ε
∈

 < − <
 имеет бесконечное мно-

жество различных решений.  
Равносильное условие, :nx X∃ ∈  

0 :N n Nε∀ > ∃ ∀ >  верно 0 nx a ε< − < , 
n N∈ , или, иначе говоря, nx a→ , 

nx a≠ .  
Замечание 2. Мы предполагаем, что 
функция определена в ˆ ( )aΩ . Из этого 
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следует, что точка x a=  является пре-
дельной точкой области определения X  
функции ( )f x . Обратное неверно.  
Определение 1а. (предела функции в 
точке по Коши, на языке логических 
формул). Пусть функция ( )f x  опреде-
лена в некоторой проколотой окрестно-
сти точки x a= . Говорят, что 
lim ( )
x a

f x b
→

= , если  

0 0 : : 0x X x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ < − <  

верно ( )f x b ε− < .  
Опр.1б. Пусть функция ( )f x  определе-
на в некоторой ˆ ( )aΩ . Говорят, что су-
ществует lim ( )

x a
f x

→
, если 

b∃ : 0 0 :ε δ∀ > ∃ >  
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: 0x X x a δ∀ ∈ < − <  верно 

( )f x b ε− < .  
Определение 2. (предела функции в 
точке по Коши, на языке окрестностей). 
Пусть функция ( )f x  определена в не-
которой ˆ ( )aΩ  (проколотой окрестности 
точки x a= ). Говорят, что lim ( )

x a
f x b

→
= , 

если ˆ0 0 : ( )x X aδε δ∀ > ∃ > ∀ ∈ Ω  
верно ( ) ( )f x bε∈Ω .  
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Замечание. Еще раз напомним, что для 
того, чтобы можно было исследовать 
предел функции ( )f x  при x a→ , дос-
таточно потребовать, чтобы точка x a=  
была предельной точкой области опре-
деления функции ( )f x .  
Отрицание определения предела функ-
ции в точке по Коши (на языке логиче-
ских формул). Пусть функция ( )f x  оп-
ределена в некоторой проколотой окре-
стности точки x a= . Говорят, что число 
b  не является пределом функции ( )f x  
при ,x a→  если  
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0: 0 : 0x X x aε δ δ∃ > ∀ > ∃ ∈ < − <  и 

( )f x b ε− ≥ .  
Отрицание определения предела функ-
ции в точке по Коши (на языке окрест-
ностей). Пусть функция ( )f x  определе-
на в некоторой проколотой окрестности 
точки x a= . Говорят, что число b  не 
является пределом функции ( )f x  при 

,x a→  если 
ˆ0: 0 ( ) :x X aδε δ∃ > ∀ > ∃ ∈ Ω  

( ) ( )f x bε∉Ω .  
Можно записать заключительную фразу 
этого определения в виде ( ) ( )f x bε∈¬Ω  
(дополнению).  
Пример функции, имеющей предел:  

28
limlog 3
x

x
→

=   
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2012-09-17 Лекция h-2 
Пример функции, имеющей предел:  

28
limlog 3
x

x
→

=   
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Пример функции, имеющей предел:  

0
lim sin 0.
x

x x
→

=   
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Пример функции, имеющей предел:  

0
lim sin(10ln ) 0.
x

x x
→

=   
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Пример функции, имеющей предел: 

3

0
lim sin(10ln ) 0.
x

x x
→

=   
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Пример функции, не имеющей предела:  

( ) 4sin(10ln( ))f x x= , 
0

lim ( )
x

f x
→

∃/ .  
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2.3.2. ППрряяммооее  ддооккааззааттееллььссттввоо  
ссуущщеессттввоовваанниияя  ппррееддееллаа    

Пример 1 прямого доказательства суще-
ствования предела. Докажем, что 

3

2
lim 8
x

x
→

= .  
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Докажем даже, что 3 3lim
x a

a x a
→

∀ = .  

 Напомним определение предела, 
0 0 : : 0x X x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ < − <  

верно ( )f x b ε− < . Потребуем выпол-
нения неравенства  

3 3 ,x a ε− <   
3 3 ,x aε ε− < − <   

3 3 3 ,a x aε ε− < < +   
3 33 3 ,a x aε ε− < < +   
3 33 3 ,a a x a a aε ε− − < − < + −   

3 3
2 0,a aδ ε= + − >  и 

3 3
1 0,a aδ ε− = − − <   

1 2 ,x aδ δ− < − <  ( )1 2min ,x a δ δ− < .  
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Важно то, что ( )1 2min , 0,δ δ >  

( )1 2( ) min , ,δ ε δ δ=  поэтому 

0 0 : : 0x x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ < − <  верно 

( )f x b ε− < .    
Пример 2 прямого доказательства суще-
ствования предела. Докажем, что 

( )1;1a∀ ∈ −  верно limarcsin arcsin
x a

x a
→

= .  

 arcsin arcsinx a ε− < ,  
arcsin arcsinx aε ε− < − < ,  

Считаем, что arcsin
2

a πε + <  и 

arcsin
2

a πε− + > − .  

arcsin arcsin arcsina x aε ε− + < < + ,  
sin(arcsin ) sin(arcsin )a x aε ε− < < + ,  
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( )sin(arcsin ) ,
sin(arcsin ) ,

a a x a
x a a a

ε
ε

− − − < −


− < + −
,  

( )2 sin arcsin aδ ε+ = + ,   

1 sin( arcsin )aδ ε− = − + ,  

1 2 ,x aδ δ− < − <    ( )1 2min ,x a δ δ− < .  

Важно то, что ( )1 2min , 0δ δ >  

( )1 2( ) min , ,δ ε δ δ=   

поэтому 0 0 : : 0x x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ < − <   

( )f x b ε− < .    
Хлопотное дело, имеются более эффек-
тивные средства исследования предела.  
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2.3.3. ММееттооддииккаа  ввыыччииссллеенниияя  
ппррееддееллоовв  ээллееммееннттааррнныыхх  
ффууннккцциийй..    

Задание: доказать, что lim ( ) ( ),
x a

f x f a
→

=   

если (1) ( )f x =  sin ,x  (2) ( ) arcsin ,f x x=  
(3) ( ) log ,af x x=  (4) ( ) ,xf x a=  и т.д.  

2.3.4. 7BППррееддеелл  вв  ббеессккооннееччнноо  
ууддааллеенннноойй  ттооччккее..    

Замечание 1. Для того, чтобы можно 
было исследовать существование и на-
ходить значение предела функции ( )f x  
при x →+∞ , достаточно потребовать, 
чтобы точка +∞  была предельной точ-
кой области определения X  функ-
ции ( )f x , т.е. 0 :B x X x B∀ > ∃ ∈ > .  
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Равносильное условие, B∀  система 
,x X

x B
∈

 >
 имеет бесконечное множество 

различных решений.  
Равносильное условие, :nx X∃ ∈  

:B N n N∀ ∃ ∀ >  верно nx B> , n N∈ , 
или, иначе говоря, nx →+∞ .  
Определение 1  (предела функции при 
x →+∞ , по Коши, на языке логических 
формул). Пусть 0x –любое число, и 
функция ( )f x  определена на проме-
жутке 0( , )x x∈ +∞ . Говорят, что 
lim ( )
x

f x b
→+∞

= , если 0 :A x Aε∀ > ∃ ∀ >  

верно ( )f x b ε− < .  
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Определение 2  (предела функции при 
x →+∞ , по Коши, на языке окрестно-
стей). Пусть функция ( )f x  определена 
на ( )( ) ,R RΩ +∞ = +∞ , значение R  не 
важно. Говорят, что lim ( )

x
f x b

→+∞
= , если 

0 : ( )AA x Xε∀ > ∃ ∀ ∈ Ω +∞  верно 
( ) ( ).f x bε∈Ω  Здесь ( )( ) ,R RΩ +∞ = +∞ .  

Замечание. Достаточно потребовать, 
чтобы функция ( )f x  была определена 
на множестве X , для которого точка 
+∞  является предельной точкой, т.е. 
Определение 3  (отсутствия предела 
функции при x →+∞ , по Коши). Пусть 
функция ( )f x  определена на 0( , )x +∞ . 
Говорят, что число b  не является пре-
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делом ( )f x  при x →+∞ , если 
0 : , : ( )A x X x A f x bε ε∃ > ∀ ∃ ∈ > − ≥ .  

Пример функции, имеющей предел в 

точке +∞ : 1lim 1.
1x

x
x→+∞

+
=

−
  

  -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

  
Пример функции, не имеющей предела 
в точке +∞ :  lim sin .

x
x

→+∞
∃   

  -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
-2

-1

0

1

2

x

y
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Эта функция не имеет предела и в точке 
−∞ .  
Теорема 1. Если ( )f x  есть периодиче-
ская функция, отличная от константы, 
то ( )lim

x
f x

→+∞
∃ .  Заметим, что 1b∃ , 

2 1b b∃ ≠ , ( )1 1 1:x X f x b∃ ∈ = , 

( )2 2 2:x X f x b∃ ∈ = . Пусть 1 2b b<  и по-

ложим 2 1

3
b bε −

= . Далее самостоятель-

но докажите, что никакое число b  не 
может быть указанным пределом.   
Пример прямого исследования, 

1lim 0.
x x→+∞

=  
1 ,
x

ε<  1 ,
x

ε ε− < <  рассмат-
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риваем только 0x > , 1 ,
x

ε<  1 ,x
ε

>  так 

что 1( ) ,A ε
ε

=     

Пример прямого доказательства суще-
ствования предела, 3lim 0,

x
x−

→+∞
=  

3 0 ,x ε− − <  3 ,xε ε−− < <  0x > , 
3 ,x ε− <  3 1,x ε −>  3 1 ,x ε −>  

3 1( )A ε ε −=    
Аналогично убедимся в том, что  

0n∀ >  верно 1lim 0.nx x→+∞
=   

Пример прямого исследования, 
1lim 1.
1x

x
x→+∞

+
=

−
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1 1 ,
1

x
x

ε+
− <

−
 1 1 ,

1
x x

x
ε+ − +

<
−

  

2 ,
1x

ε<
−

 2 ,
1x

ε ε− < <
−

 рассматриваем 

только 1x > , 2 ,
1x

ε<
−

 2 0,
1

x
x
ε ε− +

<
−

 

2 0,xε ε− + <   

2 ,xε ε+ <  2 ,x ε
ε
+

>  так что 

2( ) ,A εε
ε
+

=    

Пример  sinlim 0.
x

x
x→+∞
=   
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Пример    1lim sin 1.

x
x

x→+∞
=   

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1

0

1

x

y

 
Определение 4  (предела функции при 
x →−∞ , по Коши, на языке логических 
формул). Пусть функция ( )f x  опреде-
лена при 0( , )x x∈ −∞ , значение 0x  не 
важно. Говорят, что lim ( )

x
f x b

→−∞
= , если 
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0 0 :A x Aε∀ > ∃ > ∀ <  верно 
( )f x b ε− < .  

Примеры прямого доказательства суще-
ствования предела в бесконечно уда-
ленной точке,  

1. 
2

2

1lim 1,
1x

x
x→+∞

+
=

−
  

2. lim arctg ,
2x

x π
→+∞

=  

3. lim arctg ,
2x

x π
→−∞

= −  

Примеры прямого доказательства отсут-
ствия предела в бесконечно удаленной 
точке,  
1. lim sin ,

x
x

→+∞
∃  (осциллирует)  

2. lim ,
x

x
→+∞

∃  (бесконечно большая)  
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3. lim sin ,
x

x x
→+∞

∃  (неограниченная)  

2.3.5. ЛЛееккцциияя  ММ33  22001122--0099--1144    
2.3.6. 8BББеессккооннееччнноо  ббооллььшшааяя  
ффууннккцциияя  вв  ттооччккее    

Определение 1.  Пусть функция ( )f x  
определена в ( )ˆ aΩ . Говорят, что 
lim ( )
x a

f x
→

= +∞ , или, что то же самое, 

( )f x  является б.б. положительной при 
x a→ , или, что то же самое, 
( )f x →+∞  при x a→ , если 

0 : : 0A x X x aε ε∀ ∃ > ∀ ∈ < − <  верно 

( )f x A> .  
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Задание. Какая разница между беско-
нечно большой функцией и неограни-
ченной функцией?  

2.3.7. 9BООддннооссттооррооннннииее  ппррееддееллыы..    

 -2 -1 0 1 2
-1

0

1

2

x

y

  
Определение 1  (предела функции в 
точке справа по Коши, на языке логиче-
ских формул). Пусть функция ( )f x  оп-
ределена в правой полуокрестности 
точки x a= . Говорят, что 

0
lim ( )

x a
f x b

→ +
= , 

если 
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0 0 : :x X a x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ < < +  
верно ( )f x b ε− < .  
Определение 2  (предела функции в 
точке справа по Коши, на языке окрест-
ностей). Пусть функция ( )f x  определе-
на в правой полуокрестности точки 
x a= . Говорят, что 

0
lim ( )

x a
f x b

→ +
= , если 

( )ˆ0 0 : ( )x aδε δ +∀ > ∃ > ∀ ∈Ω  верно 

( ) ( )f x bε∈Ω . Здесь ( )ˆ ( ) ( , )a a aδ δ+Ω = + .  
Теорема 2. (связь односторонних преде-
лов с пределом функции в точке).  
1) Если lim ( ) ,

x a
f x b

→
∃ =  то 

0
lim ( )

x a
f x b

→ +
∃ =  

и 
0

lim ( ) .
x a

f x b
→ −

∃ =   
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2) Если 10
lim ( )

x a
f x b

→ +
∃ =  и 20

lim ( )
x a

f x b
→ −

∃ =  

и 1 2b b b= = , то lim ( ) .
x a

f x b
→

∃ =   

3) Если 10
lim ( )

x a
f x b

→ +
∃ =  и 

20
lim ( ) ,

x a
f x b

→ −
∃ =  причем 1 2b b≠  то 

lim ( )
x a

f x
→

∃/   

4) Если 
0

lim ( ) ,
x a

f x b
→ +

∃ =  то lim ( ).
x a

f x
→

∃   

Иначе говоря, наличие и равенство двух 
односторонних пределов является необ-
ходимым и достаточным условием на-
личия двустороннего предела.  
Пример.  
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-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4
5

x

y

  
0

lim ( ) 4,
x

f x
→+

∃ =  
0

lim ( ) 4,
x

f x
→−

∃ = −  

0
lim ( ).
x

f x
→

∃  

Прим 1. 
2

1 0

1
lim

1x

x
x→ −

−

−
 

( )( )
1 0

1 1
lim

1x

x x
x→ −

− +
=

−
 

( )( )
1 0

1 1
lim

1x

x x
x→ −

− − +
=

−
 ( )

1 0

1
lim

1x

x
→ −

− +
=  

2= − .  

mailto:boombook@yandex.ru


40        МА k1s1m1-n01-1b-Предел функции  

А.А.Быков boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

Прим 2. 
2

1 0

1
lim

1x

x
x→ +

−

−
 

( )( )
1 0

1 1
lim

1x

x x
x→ +

− +
=

−
 

( )( )
1 0

1 1
lim

1x

x x
x→ +

− +
=

−
 ( )

1 0
lim 1

x
x

→ −
= +  2= .  

2.3.8. 10BССввооййссттвваа  ппррееддееллоовв..    
Теорема 1 (о локальной ограниченности 
функции, имеющей предел). Если 

lim ( ) ,
x a

f x b
→

∃ =  то ( ) (1)f x O=  в окрест-

ности x a= .  
Теорема 2. Если ( )f x  определена в 

( )ˆ
f

aδΩ , lim ( ) ,
x a

f x b
→

=  ( )g x  определена 

в ( )ˆ
g

aδΩ  и lim ( ) ,
x a

g x c
→

=  то  

1) lim( ( ) ( )) ,
x a

f x g x b c
→

+ = +   
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2) lim( ( ) ( )) ,
x a

f x g x b c
→

− = −   

3) lim( ( ) ( )) ,
x a

f x g x b c
→

⋅ = ⋅   

4) если к тому же 0,c ≠  то ( )lim .
( )x a

f x b
g x c→

=   

1. a) ( )1 1
ˆ0 0 : x aδε δ∀ > ∃ > ∀ ∈Ω  вер-

но ( )
2

f x b ε
− < ,  

б) ( )2 2
ˆ0 0 : x aδε δ∀ > ∃ > ∀ ∈Ω  верно 

( )
2

g x c ε
− < . Поэтому ( )1 2min ,δ δ δ=  и 

( )ˆx aδ∀ ∈Ω верно 

( ) ( )f x g x b c ε+ − − < .   
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4. а) ( )1 1 1
ˆ0 0 : x aδε δ∀ > ∃ > ∀ ∈Ω  вер-

но 1( )f x b ε− < , ( ) ( )f x b p x= + , 

( ) 1p x ε< .  

b) ( )2 2 2
ˆ0 0 : x aδε δ∀ > ∃ > ∀ ∈Ω  верно 

2( )g x c ε− < , ( ) ( )g x c q x= + , 

( ) 2q x ε< .  
с) Пусть для определенности 0c > . То-
гда ( )3 3

ˆ0 : x aδδ∃ > ∀ ∈Ω  верно 

( )
2
cg x c− < , ( )

2 2
c cg x c− < − < , 

( ) 3
2 2
c cg x< < , 

( )
1 2

g x c
< .  
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Поэтому при ( )1 2 3min , , 0δ δ δ δ= >  и 

( )ˆx aδ∀ ∈Ω верно 

( )
( )

( ) ( )
( )

f x f x c g x bb
g x c g x c

−
− =  

( )( ) ( )( )
( )

b p x c c q x b
g x c

+ − +
=  

( )
( ) ( )1 p x c q x b

cg x
−

=  1 22 c b
c c
ε ε+

<  

1 22

22 b
c c
ε ε ε< + = , если положить 

1
2

2c
εε =  и 22

2
2

b
c

εε = .   
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Пример 1. найти 
2

2

1lim .
1x

x x
x x→+∞

+ +
− +

 

2

2

1lim
1x

x x
x x→+∞

+ +
=

− +

2

2

1 11
lim 1 11
x

x x

x x
→+∞

+ +
=

− +
  

1 0 0lim 1.
1 0 0x→+∞

+ +
=

− +
  

Пример 2. найти 
3 2

2

1lim .
1x

x x x
x x→+∞

+ + +
− +

 

3 2

2

1lim
1x

x x x
x x→+∞

+ + +
− +

2 3

2

1 1 11
lim 1 11
x

x x xx

x x
→+∞

+ + +
=

− +
  

1 0 0lim lim .
1 0 0x x

x x
→+∞ →+∞

+ +
= = +∞

− +
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Заметим, что в данном случае предел не 
существует, но функция является беско-
нечно большой положительной, обозна-
чаем символом +∞.  

Пример 3. найти 
2

3

1lim .
1x

x x
x x→+∞

+ +
− +

 

2

3

1lim
1x

x x
x x→+∞

+ +
− +

2 3

2 3

1 1 1

lim 1 11
x

x x x

x x
→+∞

+ +
=

− +
  

0 0 0lim 0.
1 0 0x→+∞

+ +
= =

− +
  

Теорема. Пусть 1m ≥  и 1n ≥ . Тогда 
1

1 1 0
1

1 1 0

...lim
...

n n
n n

m mx
m m

a x a x a x a
b x b x b x b

−
−

−→+∞
−

+ + + +
+ + + +

,  

где 0,na ≠  0,mb ≠   
1) равен 0  при 0 ,n m≤ <   
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2) равен n

m

a
b

 при 0 ,n m≤ =   

3) ∞  (не существует) при 0 ,m n≤ <  
причем в этом случае функция беско-
нечно большая, так что можно также 
записать, что lim...

x→∞
= +∞  или lim...

x→∞
= −∞  

в зависимости от знаков  0,na ≠  0mb ≠ .  

2.3.9. 11BППррооссттыыее  ннееооппррееддее--
ллееннннооссттии..    

Пример 1.  Найдите 
2

23

7 12lim
5 6x

x x
x x→

− +
− +

.  

Заметим, что при 3x =  числитель и 
знаменатель равны нулю. 

2

23 3

7 12 ( 3)( 4)lim lim
5 6 ( 2)( 3)x x

x x x x
x x x x→ →

− + − −
=

− + − −
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3 3

4 3 4lim lim 1.
2 3 2x x

x
x→ →

− −
= = = −

− −
  

Пример 2.  Найдите 
3

13 4lim
3x

x
x→

+ −
−

.  

Заметим, что при 3x =  числитель и 
знаменатель равны нулю. 

3

13 4lim
3x

x
x→

+ −
−

 

( )( )
( )( )3

13 4 13 4
lim

3 13 4x

x x

x x→

+ − + +
=

− + +
 

( )( )3

3lim
3 13 4x

x
x x→

−
=

− + +
 

3

1lim
13 4x x→

=
+ +

 
3

1
lim 13 4
x

x
→

=
+ +

 1
8

= .  
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