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1111..11..  ППррииммееррыы  ((ооддннооссттоорроонннниийй  ппррееддеелл))    

Пример 1. ( )
0

1lim
2x

f x
→−

= , ( )
0

lim 1
x

f x
→+

= , 

( )
0

lim
x

f x
→

∃ .  
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Пример 2. ( )
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lim 1

x
f x
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= , ( )
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lim 1

x
f x
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→
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Пример 3. ( )
0

lim
x

f x
→−

∃ , ( )
0

lim
x

f x
→+

∃ , 

( )
0

lim
x

f x
→

∃ .  
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Пример 4. ( )

0
lim 0

x
f x

→−
= , ( )

0
lim 0

x
f x

→+
= . 

( )
0

lim 0
x

f x
→

= .  
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Пример 5. ( )

0
lim 0

x
f x

→−
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lim 0

x
f x
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1111..22..  ППоонняяттииее  ббеессккооннееччнноо  ммааллоойй  ффууннккццииии    
Пусть X  есть область определения функции 

( )f x  и точка x a=  является предельной точ-
кой X . В дальнейшем это условие всегда 
считаем выполненным.  
Определение 1а  (бесконечно малой функции 
в точке). Если lim ( ) 0

x a
f x

→
= , то функция ( )f x  

называется бесконечно малой (б.м.) при 
.x a→   

Определение 1б (равносильное). Функция 
( )f x  называется бесконечно малой при 

x a→ , если 
0 0 : : 0x X x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ < − <  верно 

( )f x < ε .  
Обозначение бесконечно малой функции: 

( ) (1)f x o=  при .x a→   
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Пример 1. ( ) nf x x= , 0n > , является б.м. при 
0.x →    Докажем, что 
0 0 : : 0x x a∀ > ∃ > ∀ < − <ε δ δ  верно 

nx < ε . Пусть 0ε > . Мы хотим, чтобы было 

верным неравенство nx ε< , nx ε< , выбе-

рем nδ ε= . Тогда при x < δ  будет 

0 | |nx ε< < .    

 -3.14 -1.57 0 1.57 3.14

-1

0

1

x

y

  
Пример 2. ( ) sinf x x=  является б.м. при 

0.x →    Из курса средней школы известно, 
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что 0 sin x x< <  при 0
2

x π
< < . Поэтому мож-

но положить δ ε= , и при x δ<  будет x ε< , 

и поэтому sin x ε< .    

-3.14 -1.57 0 1.57 3.14
-1

0

1

x

y

  
Пример 3. ( ) cosf x x=  не является б.м. при 

0.x →  Однако, эта функция имеет предел, 
равный 1.   Из курса средней школы извест-
но, что  
1 cos 1
2

x< <  при 0
3

x π
< < , 1cos

2
x ≥ .  
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Пример 4. 1) Функция 1( ) sinf x

x
=  не являет-

ся б.м. при 0x → . 2) Функция ( )f x  не имеет 
предела в точке 0x = .  
  Докажем, что никакое число b  не может 
быть пределом, так что предела нет. Пусть 

1
2

ε =  и 0δ > –любое число. Пусть 

1 1
2

N
πδ

 = +  
. При 

1

2
2

x Nπ π
−

 = + 
 

  будет 

( ) 1f x = , а при 
13 2

2
x Nπ π

−
 = + 
 

  будет 
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( ) 1f x = − , и по крайней мере в одном случае 
будет одновременно 0 x a δ< − <  и 

( )f x b ε− ≥  при любом b . 

-3.14 -1.57 0 1.57 3.14
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0

1
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y

  
1111..33..  ССввооййссттвваа  ббеессккооннееччнноо  ммааллыыхх  ффууннкк--
цциийй    
Напомним, что X  есть область определения 
функции ( )f x  и точка x a=  является пре-
дельной точкой X . В дальнейшем это усло-
вие всегда считаем выполненным. Если в 
данной теореме упомянуты несколько функ-
ций, то данное условие предполагается вы-
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полненным для пересечения их области опре-
деления.  
Теорема 1. Если lim ( ) ,

x a
f x b

→
∃ =  то  

1) ( ) (1)f x b o− = , 2) ( ) (1)f x b o= + .  
  Пусть 0.ε >  Тогда  

0 : : 0x X x aδ δ∃ > ∀ ∈ < − <  верно 

( )f x b− < ε , поэтому ( )lim ( ) 0
x a

f x b
→

− = , так 

что ( ) (1)f x b o− = .    
Теорема 2.  Если ( ) (1)f x o=  при ,x a→  то 

( )lim ( ) ,
x a

b f x b
→

∃ + =  или, что то же самое, 

( )lim (1)
x a

b o b
→

∃ + = . (имеется в виду (1)o  при 

x a→ ).  
  самостоятельно.   
Теорема 3.  (арифметические операции над 
бесконечно малыми функциями):  
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1) (1) (1) (1)o o o+ = ,  
2) (1) (1) (1)o o o− = ,  
3) (1) (1) (1)o o o⋅ = .  
Во всех случаях предполагаем, что x a→  или 
x →+∞ , и еще раз напомним предположение 
об области определения.  
  Пусть ( ) (1)f x o=  при ,x a→  ( ) (1)g x o=  
при ,x a→  и 0ε > . Тогда  

а) 1 10 : : 0x x aδ δ∃ > ∀ < − <  верно ( )
2

f x ε
< .  

б) 2 20 : : 0x x aδ δ∃ > ∀ < − <  верно ( )
2

g x ε
< .  

Пусть 1 2min( , )δ δ δ= , 0δ > .  
Тогда : 0x x a∀ < − < δ  верно 

( ) ( )
2 2

f x g x+ < +
ε ε .   
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При доказательстве использовано свойство 
неравенств: .u v u v+ ≤ +   

1111..44..  ППоонняяттииее  ннееооппррееддееллееннннооссттии  ттииппаа  
0
0

    

Пример. Пусть 0,x →  2( ) ,f x x=  ( ) (1)f x o=  
при 0,x →  3( ) ,g x x=  ( ) (1)g x o=  при 0,x →  
тогда 

1) ( ) 1
( )

f x
g x x

=  неограниченная при 0.x →   

2) ( ) (1)
( )

g x x o
f x

= =  при 0.x →   
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1111..55..  ССввооййссттвваа  ббеессккооннееччнноо  ммааллыыхх  ии  ооггрраа--
ннииччеенннныыхх  ффууннккцциийй    
Определение 1.  Будем записывать 
( ) ( )1f x O=  на множестве X  в том и только 

в том случае, когда ( )f x  ограничена на X .  
Определение 2.  Будем записывать 
( ) ( )1f x O=  в окрестности точки x a= , если 

и только если найдется такая окрестность 
точки x a= , на которой ( )f x  ограничена. 
Данное определение применяем только к 
функциям ( )f x , для которых точка x a=  
является предельной точкой области опреде-
ления X .  

mailto:boombook@yandex.ru


16        MA k1s1m1-n02-1-Бесконечно малые функции  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

Определение 3.  Будем записывать 
( ) ( )1f x O=  при x a→ , если и только если 

( ) ( )1f x O=  в окрестности точки x a= .  
Определение 4.  Будем записывать 
( ) ( )( )f x O g x=  на X  в том и только в том 

случае, когда ( )
( ) ( )1

f x
O

g x
=  и ( ) 0g x ≠  на X .  

Аналогично определяем ( ) ( )( )f x O g x=  в 
окрестности точки x a=  и при x a→ .  
Теорема 1.  (1) (1) (1)o O O+ =  при .x a→   
  Пусть  
1) ( ) (1)f x o=  (бесконечно малая) при ,x a→   
2) ( ) (1)g x O=  (ограничена) в некоторой про-
колотой окрестности точки x a= . Тогда  
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1) 1 1 10 : ( , ) ( , )x a a a aδ δ δ∃ > ∀ ∈ − +  верно 
( ) ( , )f x ∈ −ε ε ,  

2) 2 2 2, 0 : ( , ) ( , )A x a a a aδ δ δ∃ ∃ > ∀ ∈ − +  вер-
но ( ) ( , ).g x A A∈ −  Пусть 1 2min( ; ),δ δ δ=  тогда 

( , ) ( , )x a a a aδ δ∀ ∈ − +  верно 
( ) ( ) ( , )f x g x A A+ ∈ − − +ε ε , поэтому функция 
( ) ( )f x g x+  ограничена в некоторой проколо-

той окрестности точки a .    
Теорема 2. (1) (1) (1)o O o⋅ =  при .x a→   
  (начало повторяется), 1 1( ) ( , )f x ∈ − +ε ε , 

( ) ( , ),g x A A∈ −  1 1( ) ( ) ( , )f x g x A A⋅ ∈ − +ε ε , 
0 : : 0x x aδ δ∃ > ∀ < − <  верно 

( ) ( )f x g x⋅ < ε , где 1Aε ε= .   
Теорема 3.  (1) (1) (1)o O O⋅ =  при x a→ .  
Самостоятельно.  

mailto:boombook@yandex.ru


18        MA k1s1m1-n02-1-Бесконечно малые функции  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

1111..66..  mm44--22001122--0099--1188    
1111..77..    ТТееооррееммыы  оо  ппррееддееллаахх    
Теорема 1 (единственность предела). Если 
существуют 1lim ( )

x a
f x b

→
=  и 2lim ( )

x a
f x b

→
= , то 

1 2b b= , т.е. предел (если существует) един-

ствен.  
  (от противного). Если, например, 1 2b b< , 

положим 2 2

3
b bε −

= , и тогда  

1 10 : : 0x x aδ δ∃ > ∀ < − <  верно 1( )f x b ε− < ,  

2 20 : : 0x x aδ δ∃ > ∀ < − <  верно 

2( )f x b ε− < ,  
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( )1 2min ,δ δ δ= , : 0x x a δ∀ < − <  верно 

2 1 2 1
1 2( ) ( )

3 3
b b b bf x b b f x− −

< + < − < .    

Теорема 2. (о свойствах пределов функций).  
Если lim ( )

x a
f x b

→
= , lim ( )

x a
g x c

→
= , то  

1) lim( ( ) ( ))
x a

f x g x b c
→

+ = + ,  

2) lim( ( ) ( ))
x a

f x g x b c
→

− = − ,  

3) lim( ( ) ( ))
x a

f x g x bc
→

⋅ = .  

4) Если к тому же 0,c ≠  то ( )lim .
( )x a

f x b
g x c→

=   

  1. Пусть ( ) (1),f x b o= +  ( ) (1),g x c o= +   

( ) ( ) (1) (1),f x g x b c o o+ = + + +   
(1) (1) (1),o o o+ =  поэтому  
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( ) ( ) (1)f x g x b c o+ = + +  или 
lim( ( ) ( )) .
x a

f x g x b c
→

+ = +     

  2 
( ) ( ) (1) (1) (1) (1)f x g x bc b o c o o o⋅ = + ⋅ + ⋅ + ⋅

(1) (1) (1) (1),c o O o o⋅ = ⋅ =  поэтому  
( ) ( ) (1),f x g x bc o⋅ = +  или  

lim ( ) ( ) .
x a

f x g x bc
→

⋅ =    

1111..88..  ККооммммееннттаарриийй  22    
  4. Пусть, например, 0c > . В некоторой 

( )aΩ


 верно ( )
2
cg x c− < , ( )

2 2
c cg x c− < − < , 

( ) 3
2 2
c cg x< < , 

( )
1 20

g x c
< < . Оценим  
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( )( )( )
( ) ( )

f x c g x bf x b
g x c g x c

−
− =  

( ) ( )(1) (1)2 b o c c o b
c c

+ − +
< ⋅  2

2 (1) (1)o c o b
c

= +  

(1)o= .    
1111..99..  ППррееддеелл  ссллоожжнноойй  ффууннккццииии    

Теорема 1.  Если ( )g x  определена в ( )ˆ aΩ , 
lim ( ) ,
x a

g x c
→

=  ( )f t  определена в ( )cΩ , 

lim ( )
t c

f t b
→

=  и ( )f c b= , то lim ( ( ))
x a

f g x b
→

= .  

  будет дано в параграфе о непрерывных 
функциях.  

mailto:boombook@yandex.ru


22        MA k1s1m1-n02-1-Бесконечно малые функции  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

1111..1100..  ОО  ффууннккцциияяхх,,  ннее  ииммееюющщиихх  ппррееддееллаа    
Теорема 1. Если lim ( ),

x a
f x

→
∃  lim ( ),

x a
g x

→
∃  то 

( )lim ( ) ( ) .
x a

f x g x
→

∃ +   

  (от противного). Пусть ( )lim ( ) ( ) .
x a

f x g x
→

∃ +  

Тогда ( )lim ( ) ( ) ( ) lim ( ),
x a x a

f x g x f x g x
→ →

∃ + − =     

а это противоречит условиям.    
Неверная НеТеорема 2. Если  

lim ( )
x a

f x
→

∃ , lim ( ),
x a

g x
→

∃  то ( )lim ( ) ( ) .
x a

f x g x
→

∃ ⋅   

  Приведем пример: ( )f x x= , 1( ) sing x
x

= , 

1( ) ( ) sin 0f x g x x
x

= →  при 0x → .  
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Теорема 2. Если lim ( ) 0,
x a

f x
→

∃ ≠  lim ( ),
x a

g x
→

∃  то 

( )lim ( ) ( ) .
x a

f x g x
→

∃ ⋅    Докажите сами.   

Неверная НеТеорема 3. Если lim ( )
x a

f x
→

∃ ,  

lim ( ),
x a

g x
→

∃  то ( )lim ( ) ( ) .
x a

f x g x
→

∃ +   

  Пример: 1( ) sinf x
x

= , 1( ) sing x
x

= − ,  

( ) ( ) 0 0f x g x+ = →  при 0x → .  
1111..1111..  ППррееддееллььнныыйй  ппееррееххоодд  вв  ннееррааввееннссттвваахх    
Теорема 1. Если ( ) ( )f x g x≤ ,  
lim ( ) ,
x a

f x b
→

=  lim ( ) ,
x a

g x c
→

=  то .b c≤   

Замечание. Даже если ( ) ( ),f x g x<   
lim ( ) ,
x a

f x b
→

=  lim ( ) ,
x a

g x c
→

=  то можно сделать 

вывод только о том, что .b c≤  Нельзя утвер-
ждать, что .b c<   
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  Пусть b c> . Положим 0
3

b cε −
= > . 

0 : ( , ) ( , )x a a a aδ δ δ∃ > ∀ ∈ − +  верно 
( ) ( , )f x b bε ε∈ − + , ( ) ( , )g x c cε ε∈ − + , но 

( ) ( )b c f x g xε ε− > + ⇒ > , противоречие   
Теорема 2. Если ( )ˆx a∀ ∈Ω  верно 

( ) ( ) ( )f x g x h x≤ ≤ , и lim ( ) ,
x a

f x b
→

=  

lim ( ) ,
x a

h x b
→

=  то lim ( ) .
x a

g x b
→

∃ =   

  Положим 0>ε , 
0 : ( ) ( )x a a∃ > ∀ ∈ − +δ δ δ  верно 

( ) ( , )f x b b∈ − +ε ε , ( ) ( , )h x b bε ε∈ − + , по-
этому ( )b g x b− < < +ε ε     

1111..1122..  ББеессккооннееччнноо  ббооллььшшииее  ффууннккццииии..    
(Замечание об области определения).  
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Определение 1.  (бесконечно большой поло-
жительной функции в точке). Функция ( )f x , 
определенная в ˆ ( )aΩ , называется бесконечно 
большой положительной (б.б.+) при x a→ , 
если 0 : : 0A x x a∀ ∃ > ∀ < − <δ δ  верно 

( )f x A> .  
Обозначение: ( )f x →+∞  при x a→ .  
Напомним, что 1 2

ˆ ( ) ( , ) ( , )a a a a aΩ = − +δ δ .  
Отрицание определения (бесконечно большой 
положительной функции в точке). Функция 

( )f x , определенная в ˆ ( )aΩ , не является бес-
конечно большой положительной при x a→ , 
если : 0 : 0 ( )A x x a f x Aδ δ∃ ∀ > ∃ < − < ≤ .  
Пример прямого исследования. Докажем, что 

2

1( )f x
x

=  есть бесконечно большая положи-
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тельная при 0x → . Пусть 0.A >  Решим не-

равенство 2

1 ,A
x

>  2 10 ,x
A

< <  10; ,x
A

 ∈ 
 

 

поэтому можно взять 1
A

δ = . Итак, 

2

1( )f x
x

=  – бесконечно большая положи-

тельная функция при 0x → .  

 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0

5

10

15
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x

y
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Замечание. 2

1( )f x
x

=  есть неограниченная 

сверху при 0x → .  

Пример. 2

1sin
( ) xf x

x
=  не является бесконечно 

большой (но является неограниченной) при 
0x → .  

 -10 -5 0 5 10

0
x

y

  
Определение (бесконечно большой отрица-
тельной функции в точке). Функция ( )f x , 
определенная в ˆ ( )aΩ , называется бесконечно 
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большой отрицательной при x a→ , если 
0 : : 0 ( ) .A x x a f x Aδ δ∀ ∃ > ∀ < − < <   

Обозначение: ( )f x →−∞  при x a→ .  

Пример: 2

1( )f x
x

= −  при 0x → .  

 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-20

-15

-10

-5

0

5

x

y

  
Теорема. Если ( )f x →+∞  при ,x a→  то 

( )f x  неограничена в окрестности точки 
x a= .  
Замечание. Существуют неограниченные 
функции ( )f x  в окрестности точки ,x a=  ко-
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торые не являются бесконечно большими при 
.x a→   

Определение (бесконечно большой отрица-
тельной функции в точке справа). Функция 

( )f x , определенная в ( ) ( )a+Ω , называется 
бесконечно большой отрицательной при 

0x a→ +  (т.е. справа), если 
0 : : 0A x X x aδ δ∀ ∃ > ∀ ∈ < − <  верно 

( )f x A<   
Обозначение: ( )f x →−∞  при 0x a→ + .  

Пример: 1( )f x
x

= − ,  

( )f x →−∞  при 0,x →+   
( )f x →+∞  при 0.x →−   

Теорема 1. Если ( ) (1)f x o=  при x a→  и 

( ) 0,f x >  то 1
( )f x

→+∞  при x a→ .  
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Теорема 2. Если ( )f x →+∞  при 0x a→ + , то 
1 0
( )f x

→+  при 0x a→ + .  

  Докажите сами.  
Пример приведите самостоятельно.  

Краткая запись: 1
(1)o

= ∞ , 1 (1).o=
+∞

  

1111..1133..  ААррииффммееттииччеессккииее  ооппееррааццииии  ннаадд  бб..бб..фф      
Теорема 1. Если  
1) ( )f x →+∞  при ,x a→   
2) ( )g x →+∞  при ,x a→  то  
а) ( ) ( )f x g x+ → +∞  при x a→ ,  
б) ( ) ( )f x g x⋅ → +∞  при x a→ .  
  Докажите сами.   
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1111..1144..  ББеессккооннееччнноо  ббооллььшшииее  ффууннккццииии  ппррии  
x →+∞ ..    
Пусть +∞  есть предельная точка области оп-
ределения X  функции ( )f x , т.е. 

:B x X x B∀ ∃ ∈ > .  
Определение 1.  Говорят, что ( )f x →+∞  при 
x →+∞ , если :A B x B∀ ∃ ∀ >  верно 

( )f x A> .  
Отрицание. : : ( )A B x B f x A∃ ∀ ∃ > ≤ .  
Пример 1: Если ( ) ,f x x=  то ( )f x →+∞  
при x →+∞ .  
Пример 2: Если ( ) sin ,f x x x=  то неверно, что 

( )f x →+∞  при x →+∞ . Однако эта функция 
является неограниченной на множестве 

( )0,x∈ +∞ .  
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Теорема (о бесконечно больших и ограничен-
ных функциях). Если ( )f x  ограничена в ок-
рестности ,x a=  а ( )g x →+∞  при ,x a→  то 

( ) 0
( )

f x
g x

→  при x a→ .  

Другая формулировка той же теоремы: 
(1) (1)O o=
+∞

.  
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1111..1155..  ППоонняяттииее  ннееооппррееддееллееннннооссттии  ттииппаа  
+∞ −∞     
Пример 1. 2( )f x x= , 3( )g x x= ,  

2 3( ) ( )f x g x x x− = − → −∞  при .x →+∞  
Пример 2. 2( )f x x= , 3( )g x x= ,  

( ) ( )g x f x− → +∞  при .x →+∞  
Пример 3. 2( ) 1f x x= + , 2( ) 1g x x= − ,  

( ) ( ) 2g x f x− →  при .x →+∞   
1111..1166..  ССррааввннееннииее  ббеессккооннееччнноо  ммааллыыхх  ффууннкк--
цциийй..    
Определение 1.  Говорят, что ( ) ( )f x o x=  при 

0x → , если 
0

( )lim 0.
x

f x
x→

=  Иначе говоря, 

( ) (1),f x o
x

=  или даже ( ) (1).f x x o= ⋅   
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Определение 2.  Говорят, что ( ) ( )nf x o x=  

при 0x → , если 
0

( )lim 0nx

f x
x→

= . Иначе говоря, 

( ) ( )nf x o x=  равносильно ( ) (1),n

f x o
x

=  или 

даже ( ) (1)nf x x o= ⋅ .  
1111..1177..  ППррииннцциипп  ппррооззррааччннооссттии  ссииммввооллаа  

(...)o     

( ) (1)n no x x o= ⋅ , (1) ( )n nx o o x⋅ = .  
Пример.  2 3( ) ( )x o x o x= .  
1111..1188..  ППррииммееррыы  ппррииммееннеенниияя  ссииммввооллаа  (...)o     

Пример 1. Докажем, что 1 1 ( )
1

x o x
x
= + +

−
, 

0x → .  
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21 1 11

1 1
x x xx

x x
− + − +

− − = =
− −

  

2

(1) ( ).
1 1

x xx xo o x
x x

= = = =
− −

   

Пример 2. 2 21 1 ( )
1

x x o x
x
= + + +

−
 при 0x → . 

 
3

21 1
1 1

xx x
x x
− − − =

− −
 2 2( )

1
xx o x

x
= =

−
.    

Пример 3. 2 3 31 1 ( )
1

x x x o x
x
= + + + +

−
 при 

0x → .  

Пример 4. 2 31 1 ... ( )
1

n nx x x x o x
x
= + + + + + +

−
 

при 0x → .   

Пример 5. 2 21 1 ( )
1

x x o x
x
= − + +

+
 при 0x → .   
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1111..1199..  ССииммввоолл  ( )( )f x o xα=   ппррии  x →+∞     

Определение 1.  Говорят, что ( ) ( )f x o xα=  

при x →+∞ , если ( )lim 0,
x

f x
xα→+∞

=  или, что то 

же самое, lim ( ) 0
x

x f xα−

→+∞
= .  

Определение 2.  Говорят, что ( ) ( )nf x o x−=  

при x →+∞ , если ( )lim 0,
1/ nx

f x
x→+∞

=  или, что то 

же самое, lim ( ) 0.n

x
x f x

→+∞
=   

 
1111..2200..  hh33--22001122--0099--2244  
 
Пример 1а. 2 3( )x o x=  при .x →+∞   
Пример 1б. 3 2( )x o x=  при 0.x →   
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Пример 2. 1lim 1.
1x

x
x→+∞

+
=

−
  

 1 2lim 1 lim 0,
1 1x x

x
x x→+∞ →+∞

+ − = = − − 
 поэтому 

1 1 (1)
1

x o
x
+

= +
−

 при x →+∞ .   

Пример 3.  1 2 11 .
1

x o
x x x
+  = + +  −  

 при x →+∞ .  

 1 21
1

x
x x
+

− −
−

 2 1
( 1)

o
x x x

 = =  −  
    

1111..2211..  ТТееххннииккаа  ввыыччииссллеенниияя  ппррееддееллоовв    

Пример 4. Докажем, что 1 1 ( )
2
xx o x+ = + +  

при 0x → , или, что то же самое, 

1 1 ( )
2
xx o x+ − − = .  
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1 1

2
xx

x

+ − −
 

1 1 1 1
2 2

1 1
2

x xx x

xx x

  + − − + + +  
  =

 + + + 
 

 

2

1 1
4

1 1
2

xx x

xx x

 
+ − + + 

 =
 + + + 
 

 

2

4

1 1
2

x

xx x

−
=

 + + + 
 

 

( )
(1)

4 2 (1)
x o
o

−
= =

+
.  
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Пример 5a. Докажем, что 
2

21 1 ( )
2 8
x xx o x+ = + − +  при 0x → , или 

2
21 1 ( )

2 8
x xx o x+ − − + = , 0x → .   

Пример 5b. Докажем, что 
2

21 1 ( )
2 8
x xx o x− = − − +  при 0x → .  

Самостоятельно.  

Пример 6. Найдем 20

1 1 2lim
x

x x
x→

+ + − − .  

2

1 1 2x x
x

+ + − −  
2 2

2 2

2

1 ( ) 1 ( ) 2
2 8 2 8
x x x xo x o x

x

+ − + + − − + −
=  
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2
2

2

( )
4
x o x

x

− +
=  1 (1)

4
o= − + , 

20

1 1 2 1lim
4x

x x
x→

+ + − −
= − .   

Пример 7. Докажем, что 3 1 1 ( )
3
xx o x+ − − =   

при 0x → , или 3 1 1 ( )
3
xx o x+ = + + .  

 Заметим, что  

2 2

2 2

( )( )
( )

u v u v u uv v
x x u uv v
− − + +

=
+ +

, 
3 1 1

3
xx

x

+ − −
=   
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( )

3

2
2

3 3

1 1
3

1 1 1 1
3 3

xx

x xx x x

 + − + 
 =

    + + + + + +    
     

  

( )( )

( )
2

2
3 3

1 1

1 1 1 1
3 3

x x o x

x xx x x

+ − + +
=

    + + + + + +    
     

  

( )

( )
2

2
3 31 1 1 1

3 3

o x

x xx x x
=

    + + + + + +    
     

 

( )1o= .  
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1111..2222..  ППррееддееллыы  вв  ббеессккооннееччнноо  ууддааллеенннноойй  
ттооччккее    
Пример 1. ( )1 1 1x x o+ − − =  при .x →+∞   

 21 1
1 1

x x
x x

+ − − =
+ + −

 ( )1 .o=    

Пример 2. ( )2 21 1 1x x o+ − − =  при 
.x →+∞   

2 2

2 2

21 1
1 1

x x
x x

+ − − =
+ + −

 ( )1 .o=    

Пример 3. ( ) ( )2 21 1 1 1x x x o+ − − = +   

при .x →+∞   
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 ( )2 21 1x x x+ − − =  
2 2

2
1 1

x
x x

=
+ + −

 

2 2

2
1 1x x− −

=
+ + −

 2
2 (1)o

=
+

 1 (1)o= + .   

Пример 4.  ( )2 2lim 1.
x

x x x x
→+∞

+ − − =  

.x →+∞   

 2 2x x x x+ − −  
2 2

2x
x x x x

=
+ + −

 

1 1

2
1 1x x− −

=
+ + −

 2
2 (1)o

=
+

 1 (1)o= + .   
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