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  ЛЛееккцциияя  33..  ППееррввыыйй  ии  ввттоорроойй  
ззааммееччааттееллььнныыее  ппррееддееллыы    

33..11..  ФФооррммууллаа,,  ввыырраажжааюющщааяя  
ппееррввыыйй  ззааммееччааттееллььнныыйй  ппррееддеелл    

33..11..11..  ННааппооммииннааннииее  оо  ббеессккоо--
ннееччнноо  ммааллыыхх    

0 1 2 3
0

1

2

3

4

5

x

y

f(x)=x

g(x)=x2

x=o(x2), x

x2=o(x), x0
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lim ( ) ( ) (1),
x a

f x b f x b o
→

= ⇔ = +   

1. (1) (1) (1),o o o+ =   
2. (1) (1) (1)o o o⋅ = ,  
3. (1) (1)C o o⋅ = ,  
4. (1) (1) (1)O o o⋅ = ,  
5. (1) (1) (1)O o O+ = ,  
6. (1) (1) (1)O O O+ = ,  
7. (1) (1) (1)O O O⋅ = ,  
8. (1), 0,x o x= →   
9. 2 (1), 0,x o x= →   
10. (1), 0, 0,x o xα α= → >   
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11. ( ) ( )( ) , 0,f x o g x x= →  означа-

ет, что ( )
( )0

lim 0
x

f x
g x→

=  

( )
( ) ( )1

f x
o

g x
⇔ =  

( ) ( ) ( )1f x g x o⇔ = ⋅  при 

( ) 0g x ≠ .  

12. 3 2( ), 0,x o x x= →  означает, что 
3

20
lim 0
x

x
x→

=  3 2 (1)x x o⇔ = .  

13. ( ), 0,p qx o x x p q= → >  означа-

ет, что 
0

lim 0
p

qx

x
x→

= .  
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14. 2 3( ),x o x x= → +∞  означает, что 
2

3lim 0
x

x
x→+∞

= .  

15. sin (1), 0,x o x= →   
16. cos 1 (1), 0,x o x= + →   
17. tg (1), 0,x o x= →   
18. 1 1 (1), 0,x o x+ = + →   
19. 3 1 1 (1), 0,x o x+ = + →   

33..11..22..  ББооллееее  ттооччнныыее  ффооррммууллыы,,    

1 1 ( ), 0,
2
xx o x x+ = + + →   

2
21 1 ( ), 0,

2 8
x xx o x x+ = + − + →   
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3 1 1 ( ), 0,
3
xx o x x+ = + + →   

1 1 ( ), 0,
1

x o x x
x
= + + →

−
  

2 21 1 ( ), 0,
1

x x o x x
x
= + + + →

−
  

33..11..33..  ТТееооррееммаа  ии  ддооккааззааттеелльь--
ссттввоо    

Теорема 1. 
0

sinlim 1
x

x
x→

= .  
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0 1 2 3
0

1

2

x

y

  
( ) sinf x x= ,  ( )g x x= , sin( ) xh x

x
= .  

  Пусть 0,
2

x  ∈ 
 

π . Тогда  

1) 0 sin ,x x< <  поэтому sin 1.x
x

<   

mailto:boombook@yandex.ru


11        MA k1s1m1-n03-Эталонные пределы  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

2) 0 tgx x< < , поэтому sin
cos

xx
x

<   

sincos xx
x

< .  

Таким образом, sincos 1,xx
x

< <   

0 0 0

sinlim cos lim lim1
x x x

xx
x→ → →

≤ ≤ ,  

(теорема о трех милиционерах),  

0

sin1 lim 1,
x

x
x→

≤ ≤  поэтому 
0

sinlim 1.
x

x
x→

=    
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.25

0.5

0.75

1

x

y

f3(x)=1,

f2(x)=sin(x)/x,

f1(x)=cos(x),
  

Замечание 1. Используя теорему о пре-

деле частного, получим 
0

lim 1
sinx

x
x→
= .  

33..11..44..  ААссииммппттооттииччеессккааяя  ффоорр--
ммууллаа  sin ( )x x o x= +     

Замечание 2. Это означает также, что  
sin 1 (1)x o

x
= +  при 0x → , или 
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sin (1)x x x o= + ⋅  при 0x → , или 
sin ( )x x o x= +  при 0x → .  

0 1
0

1

x

y

f3(x)=x,

f2(x)=x-sin(x),

  
33..11..55..  ААссииммппттооттииччеессккааяя  ффоорр--
ммууллаа  cos 1 (1),x o= +   0x →     

следует из равенства lim cos cos ,
x a

x a
→

=  

0
lim cos cos 0 1.
x

x
→

= =   
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33..11..66..  ААссииммппттооттииччеессккааяя  ффоорр--

ммууллаа  
2

2cos 1 ( )
2
xx o x= − +     

(и даже ( )
2

3cos 1
2
xx o x= − + )  

при 0x →  следует из равенства  

2 2

2sin sincos cos 0 2 2
x x

x
x x

−−
=  

2

2

sin
2

2
2

x

x

−
=

 
 
 

,  

( )2
2

cos 1 1 11 (1) (1)
2 2

x o o
x
−

= − + = − + ,  

2 21cos 1 (1)
2

x x x o− = − + ,  
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2 21cos 1 ( ),
2

x x o x− = − +   

2
2cos 1 ( ).

2
xx o x= − +   

Равносильное определение,  
2

20

cos 1 12lim .
2x

xx

x→

− +
= −   

33..11..77..  ААссииммппттооттииччеессккааяя  ффоорр--

ммууллаа  ( )
3

3sin
6
xx x o x= − +     

(и даже ( )
3

4sin
6
xx x o x= − + )  
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 Известно, что 2sin cos sin 2x x x= . 
Пусть 2 3 3sin ( )x x x x o xα β= + + + .  
Подставим уже известное,  

( )2 3 32 ( )x x x o xα β+ + +  ( )
2

21
2
x o x

 
− + 

 
 

= ( )2 3 32 4 8 ( )x x x o xα β+ + + ,  
2 3 3 32 2 2 ( )x x x o x xα β+ + + −  

= 2 3 32 4 8 ( )x x x o xα β+ + + ,  
1) порядка 2x , 0α = ,  
2) порядка 3x , 

3 3 32 ( )x o x xβ + − = 3 38 ( )x o xβ + ,  
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2 1 8β β− = , 1
6

β = − , 

3
3sin ( )

6
xx x o x= − + .   

33..11..88..  ААссииммппттооттииччеессккааяя  ффоорр--

ммууллаа  
3

3tg ( )
3
xx x o x= + +     

(и даже 
3

4tg ( )
3
xx x o x= + + ).  
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3
3

2
2

( )sin 6tg
cos 1 ( )

2

xx o xxx
xx o x

− +
= =

− +
 

2
2

2
2

1 ( )
6

1 ( )
2

x o x
x

x o x

− +
=

− +
.  

Так как 1 1 ( )
1

t o t
t
= + +

−
,  
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2
2

1

1 ( )
2
x o x

=
− +

 

2 2
2 21 ( ) ( )

2 2
x xo x o o x

 
= + + + − + 

 
,  

2
2

2
2

1 1 ( )
21 ( )

2

x o x
x o x

= + +
− +

,  

2 2
2 2tg 1 ( ) 1 ( )

6 2
x xx x o x o x

  
= − + + +  

  
,  

2 2
2tg 1 ( )

6 2
x xx x o x

 
= − + + 

 
,  
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3
3tg ( )

3
xx x o x= + + .  

Важный пример. Нарисуем график 
sin xy

x
= . Заметим, что 

0

sinlim 1
x

x
x→

=  

-20-18-16-14-12-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-1

0

1

x

y

  
Важный пример. Нарисуем график 

1siny x
x

= . Заметим, что 1lim sin 1
x

x
x→+∞
=   

mailto:boombook@yandex.ru


21        MA k1s1m1-n03-Эталонные пределы  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

-3 -2 -1 0 1 2 3
-1

0

1

x

y

 
33..11..99..  ВВыыччииссллееннииее  ппррееддееллоовв  

ттииппаа  
0

sinlim
sinx

x
x

α
β→

    

Пример 1.  

0 0

sin 3 sin 3 5 3 3lim lim
sin 5 3 sin 5 5 5x x

x x x
x x x→ →
= ⋅ ⋅ = .  

Пример 2а. 30

sin 2sin 2 sin 3lim
x

x x x
x→

− +  =  

30

(sin 2 sin ) (sin 3 sin 2 )lim
x

x x x x
x→

− − + −
=   
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30

3 52sin cos 2sin cos
2 2 2 2lim

x

x x x x

x→

− +
=   

30

5 3cos cos
2 2lim 2sin

2x

x x
x

x→

−
=   

20

5 32sin cos cos
2 2 2lim

x

x x x

x x→

−
= ⋅   

0

sin 2sin sin 2
2 2lim 2

2
22

x

x x x

xx x
→

−
= ⋅ = −

  ⋅ 
 

.  

Пример 2б:  
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3

sin 2sin 2 sin 3x x x
x

− +
=   

3 3 3
3

3

8 27( ) 2 2 3
6 6 6
x x xx o x x x

x

 
− + − − + − 

    

( )3 3 3 3

3

( ) 2 8 27
6

x o x x x
x

− + − − −
=  

2 (1)o= − + .  
Заметим, что использовали  
(1) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3o x o x o x o x+ + = ,  

(2) 
( ) ( )

3

3 1
o x

o
x

= .  
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Позже мы разработаем более эффек-
тивные методы вычисления таких пре-
делов.  
Пример 3. 

20

cos 2cos 2 cos3lim 1
x

x x x
x→

− +
= − .  

Самостоятельно.  
Пример 4.  

20

sin( ) 2sin sin( )lim
x

a x a a x
x→

+ − + −  

sin a= − .  
Пример 5.  

20

cos( ) 2cos cos( )lim
x

a x a a x
x→

+ − + −  

cos a= − ,  
и вообще 
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Пример 6.  

20

( ) 2 ( ) ( )lim ( )
x

f a x f a f a x f a
x→

+ − + − ′′= .  

Кстати,  

Пример 7. 
0

( ) ( )lim ( )
x

f a x f a f a
x→

+ − ′= .  

Поэтому  

Пример 8. 20

tg(1 ) tg(1) 1lim
cos (1)x

x
x→

+ −
=   

Пример 9. 
0

lim
→x 2

5coscos
x

xx − =  
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2( )
2 2

2 2

20

251 ( ) [1 (5 )]
2 2lim

o x

x

x xo x o x

x→

− + − − +
=



 

2

20

( )lim 12
x

o x
x→

 
= + 

 
=12.  

Пример 10. 
0

lim
→x 3

 tgsin
x

xx − .  

(1а) первая попытка: 3

 tgsin
x

xx −  

= 3
)]([)(

x
xoxxox +−+  3 2

( ) (1)o x o
x x

= = . 

Дальнейшее продвижение невозможно.  
(1б) вторая попытка:  
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3

 tgsin
x

xx −  
3 3

3 3

3

( ) [ ( )]
6 3
x xx o x x o x

x

− + − + +
=  

3
3

3

( )
2
x o x

x

− +
=  1 (1)

2
o= − + .  

(3) другой способ:  
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3

 tgsin
x

xx −
=

xx
xx

cos
)1 cos(sin

3

−  

=


2 2

2

1 1 1 2

sin 1 1 2 ( ) 1
cos

x x o x
x x x
↓ ↓ ↓

−

− + −
⋅ ⋅



−→
2
1 .  

33..22..  ППррееддеелл  ммооннооттоонннноойй  ооггрраа--
ннииччеенннноойй  ффууннккццииии..    

33..22..11..  ТТееооррееммаа  оо  ппррееддееллее  ммоо--
ннооттоонннноойй  ооггррааннииччеенннноойй  ппооссллее--
ддооввааттееллььннооссттии    

Определение 1.  Последовательностью 
называется функция, определенная на 
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множестве натуральных чисел, nx , 
n∈Ν .  
Замечание.  Множество натуральных 
чисел имеет единственную предельную 
точку +∞ , поэтому выражение lim nn

x
→+∞

 

корректно. Напомним, что предел 
функции можно искать только при ус-
ловии, что переменная предела стре-
мится к значению, которое является 
предельной точкой области определе-
ния функции.  

Пример 1. 1
n

nx
n
−

= , 1lim 1
n

n
n→+∞

−
= .  
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Пример 2. 1 0x > , 1
1
2n n

n

bx x
x+

 
= + 

 
, 

0b > , lim nn
x b

→+∞
= .  

Определение 2.  Говорят, что 
lim nn

x b
→+∞

= , если 0 :N n N∀ > ∃ ∀ >ε  

верно nx b− < ε .  

Пример 3. 2 3lim 1
2 1n

n
n→+∞

−
=

+
. 2 3 1

2 1
n
n

ε−
− <

+
, 

2 3 2 1
2 1

n n
n

ε− − −
<

+
, 4

2 1n
ε<

+
, 
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4
2 1n

ε<
+

, 4 2 1n
ε
< + , 2 1

2
n

ε
> − , 

2 1N
ε
 = +  

.   

Определение 3.  Число b  не является 
пределом nx  при n →+∞ , если 

0 : : nN n N x bε ε∃ > ∀ ∃ > − ≥ .  
Определение 4.  Последовательность nx  
не имеет предела при n →+∞ , если 

0 : : nb N n N x bε ε∀ ∃ > ∀ ∃ > − ≥ .  

Пример 4. Неверно, что ( ) 1lim 1
2

n

n→+∞
− = .  
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Пример 5. Неверно, что 
2 3lim 0,999
2 1n

n
n→+∞

−
=

+
. Докажем:  

2 3 0,999
2 1
n
n

ε−
− ≥

+
,  

2 3 2 0,002 1 0,001
2 1

n n n
n

ε− − + − +
≥

+
,  

3,999 0,002
2 1

n
n

ε− +
≥

+
,  

3,999 0,002 2n nε ε− + ≥ + ,  
(0,002 2 ) 3,999nε ε− ≥ + ,  
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3,999
0,002 2

n ε
ε

+
≥

−
, и поэтому при 

0,001
2

ε =  можно взять 3,999 1
0,001 2

n ≥ + , 

годится любое 4001n ≥ .   

Пример 6. 
2

2

2 3 1lim 2
1n

n n
n→+∞

− +
=

+
.  

Теорема 1. Если 1lim nn
x b

→+∞
=  и 

2lim nn
x b

→+∞
= , то 1 2b b=  (последователь-

ность не может иметь два различных 
предела).  
 Докажите самостоятельно, пользуясь 
тем же приемом, который был исполь-
зован для функций.   
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Теорема 2. Если lim nn
x b

→+∞
=  и 

lim nn
y c

→+∞
= , то  

(1) ( )lim n nn
x y b c

→+∞
+ = + ,  

(2) ( )lim n nn
x y b c

→+∞
− = − ,  

(3) ( )lim n nn
x y bc

→+∞
= ,  

(4) Если 0c ≠ , то lim n

n
n

x b
y c→+∞

= .  

Теорема 3. Монотонная ограниченная 
последовательность имеет предел, т.е.  
(1) Если 1n nn x x+∀ ≥  и :A n∃ ∀  верно 

nx A≤ , то lim supn nn n
x x

→+∞
∃ = .  

(неубывающая, возрастающая).  
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(2) Если 1n nn x x+∀ ≤  и : nA n x A∃ ∀ ≥ , 
то lim infn nn n

x x
→+∞

∃ = .  

(невозрастающая, убывающая).  
Доказательство. (1) { }nx  ограничено 
сверху, поэтому существует 

sup n
n

M x= . Докажем, что 

lim supn nn n
x M x

→+∞
= = . Заметим, что 

0 : NN M x Mε ε∀ > ∃ − < ≤ .  
Поэтому n N∀ >  верно nM x Mε− < ≤ . 
  
Лемма (неравенство Бернулли). ∀ нату-
рального n и 1x∀ > −  верно 
(1 ) 1nx nx+ ≥ + , причём при 1n >  знак 
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равенства имеет место только для 0x =  
 (доказать самостоятельно по индук-
ции).   
1) 2 2(1 ) 1 2 1 2x x x x+ = + + ≥ + .  
2) Пусть (1 ) 1nx nx+ ≥ + .  
3) ( )1(1 ) (1 ) 1n nx x x++ = + + ≥  

( )( )1 1nx x≥ + +  ( ) 21 1n x nx= + + +  

( )1 1n x≥ + + .   
Графическая иллюстрация: 

1( ) (1 )nf x x= + , 2 ( ) 1f x nx= + .  
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Рис. 1, 2n =   Рис. 2, 3n =   

 -1 0 1 2
-1

0

1

2

3

x

y

 Рис. 3, 1
2

n =   
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Теорема 4. Последовательность 

nx =
n

n






 +

11  возрастает и ограничена.  

 Используя неравенство Бернулли, 

получим 
n

n

x
x 1+ = n

n

n

n







 +









+
+

+

11

1
11

1
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=

1

11

1
11

+



















+

+
+

n

n

n ⋅ 





 +

n
11  

=
1

2

2

12
112

+









++
−++

n

nn
nn

⋅
n

n 1+   

=

1

2)1(
11

+

















+
−

n

x

n


n
n 1+  

> 







+
+

− 2)1(
11

n
n

n
n 1+ =1.  
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Итак, 1 1n

n

xn
x
+∀ > , то есть 1+nx > nx .  

Следовательно, { }nx -возрастающая по-
следовательность.  
(3) Рассмотрим последовательность  

ny = nx ⋅ 





 +

n
11 =

111
+







 +

n

n
.  

Отметим, что ny > nx .  

Составим отношение 
n

n

y
y 1− , применим 

неравенство Бернулли и получим (ана-
логично тому, как было получено для 
последовательности { }nx ), что 

1n nn y y +∀ ⇒ > > ny , то есть  
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{ }ny  – убывающая последовательность.  

Используя неравенства 








<
>
>

−

+

1

1

nn

nn

nn

yy
xy
xx

, при-

ходим к цепочке неравенств: n∀  верно  
1 22 ...x x= < <  

1 1... ... 4n n nx y y y−< < < < < = .  
Следовательно, последовательности 
{ }nx  и { }ny  – монотонные и ограни-
ченные. Поэтому обе они сходятся, 

причём из равенства ny = nx ⋅ 





 +

n
11  

следует, что lim limn nn n
x y

→∞ →∞
=   
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Обозначим этот предел буквой e ,  
1lim 1

n

n
e

n→∞

 + = 
 

 (по определению).  

Докажите сами, что  
1 1lim 1

n

n n e→∞

 − = 
 

,   
11lim 1

n

n
e

n

+

→∞

 + = 
 

.  

Можно показать, что 2,71828...e =   
33..22..22..  ММооннооттоонннныыее  ффууннккццииии..    

Определение 1. Функция ( )f x  называ-
ется  
1) возрастающей на X , если 

1 2 1 2, :x x x x∀ <  верно ( ) ( )1 2f x f x< .  
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2) убывающей X , если 1 2 1 2, :x x x x∀ <  
верно ( ) ( )1 2f x f x> .  
3) невозрастающей, если 1 2 1 2, :x x x x∀ <  
верно ( ) ( )1 2f x f x≥ .  
4) неубывающей на X, если 

1 2 1 2, :x x x x∀ <  верно ( ) ( )1 2f x f x≤ .  
Функции 1) – 4) называются монотон-
ными на X, функции 1) – 2) называются 
строго монотонными на X.  
Примеры:  
1) ( ) 2f x x=  – возрастающая на [0,+∞].  
2) f(x) =[x], целая часть x , – неубы-
вающая на (-∞,+∞).  

mailto:boombook@yandex.ru


44        MA k1s1m1-n03-Эталонные пределы  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

Теорема 1. Если ( )f x  определена, ог-
раничена и не убывает на интервале 

( , )x a b∈ , то  
(1) 

0
lim ( )

x b
f x

→ −
∃ ,  

(2) 
0

lim ( )
x a

f x
→ +

∃ ,  

(3) 
0 0

: ( , ) lim ( ), lim ( )
x c x c

c a b f x f x
→ − → +

∀ ∃ ∃ , 

причем 
0 0

lim ( ) lim ( )
x c x c

f x f x
→ − → +

≤ .  

 Так как ( )f x  ограничена на ( ),a b , 
то существует 

( ; )
sup ( )

a b
M f x= . Докажем, 

что 
0 ( , )

lim ( ) sup ( )
x b a b

f x f x
→ −

= .  

Заметим, что  
0 ( ; ) : ( )x a b M f x Mε ε∀ > ∃ ∈ − < ≤  .  
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Поэтому  
( ),x x b∀ ∈   верно ( )M f x Mε− < ≤ .   

Заметим, что может быть так, что  

0 0
lim ( ) lim ( ).

x c x c
f x f x

→ − → +
≠   

Пример.  -2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

x

y

  
33..22..33..  ТТееооррееммаа  оо  ппррееддееллее  ммоо--
ннооттоонннноойй  ооггррааннииччеенннноойй  ффууннкк--
ццииии..    
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Теорема 1. (1) Если ( )f x  определена, 
ограничена и монотонна на интервале 
( , )a +∞ , то lim ( )

x
f x

→+∞
∃ .  

(2) Если ( )f x  , то 

( ),
lim ( ) sup ( )
x a

f x f x
→+∞ +∞

= .  

(3) Если ( )f x  , то 

( ),
lim ( ) inf ( )
x a

f x f x
→+∞ +∞

= .  

Пример 1. lim arctg
x

x
→+∞

∃ .  

Доказательство аналогично.  
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33..33..  ВВттоорроойй  ззааммееччааттееллььнныыйй  
ппррееддеелл..    

33..33..11..  ФФооррммууллаа,,  ввыырраажжааюющщааяя  
ввттоорроойй  ззааммееччааттееллььнныыйй  ппррееддеелл..  
ЧЧииссллоо  e ..    

MM0066--22001122--0099--2288      

Теорема 2. 1lim 1 2,718...
x

x
e

x→+∞

 + = = 
 

  

  Пусть 1x > , тогда  
[ ] [ ] 1x x x≤ < + ,  

[ ] [ ]
1 1 1

1x x x
< ≤

+
,  

mailto:boombook@yandex.ru


48        MA k1s1m1-n03-Эталонные пределы  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

[ ] [ ]
1 1 11 1 1

1x x x
+ < + ≤ +

+
,  

[ ] [ ]
1 1 11 1 1

1

x xx

x x x
    + < + ≤ +       +     

,  

[ ]

[ ]

[ ]

[ ] 1
1 1 11 1 1

1

x xx

x x x

+
    + ≤ + ≤ +       +     

,  

[ ]

[ ]
1lim 1

1

x

x x→∞

 
+  + 

 1lim 1
x

x x→∞

 ≤ + 
 

 

[ ]

[ ] 1
1lim 1

x

x x

+

→∞

 
≤ +  

 
,  
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1lim 1
x

x
e e

x→∞

 ≤ + ≤ 
 

.   

Другие обозначения, 
[ ] [ ] 1 1n x x x n= ≤ < + = + ,  

1 1 1
1n x n
≤ <

+
, 1 1 11 1 1

1n x n
+ < + ≤ +

+
,  

1 1 11 1 1
1

x x x

n x n
     + < + ≤ +     +     

,  

[ ] [ ] 11 1 11 1 1
1

x x x

n x n

+
     + ≤ + ≤ +     +     

,  

11 1 11 1 1
1

n x n

n x n

+
     + ≤ + ≤ +     +     

,  
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111
11 111

1

n

x
n

x
n

+
 + +    ≤ + 

 +
+

 

1 11 1
n

n n
   ≤ + ⋅ +   
   

,  

1 1lim 1 lim 1
1

n x

x xn x→∞ →∞

   + ≤ +   +   
 

11lim 1
n

x n

+

→∞

 ≤ + 
 

.  

33..33..22..  ВВттоорроойй  ззааммееччааттееллььнныыйй  
ппррееддеелл  ((ааллььттееррннааттииввннааяя  ффооррммуу--
ллииррооввккаа))    
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Теорема 3. ( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→+

+ = .  

Заметим, что из главной теоремы сле-

дует также, что 
1

0
lim (1 ) x
x

x e
→−

+ = , 
1

0
lim (1 ) x
x

x e
−

→+
− = , 

1
1

0
lim (1 ) x
x

x e−

→+
− = , 

1
1

0
lim (1 ) x
x

x e
− −

→+
+ = .  

Рассмотрим ( )
1

0
lim 1 x
x

x
→−

+ .  

Положим y x= − . Тогда 0y →+ , если 
0x →− , 
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( )
1

1 xx+ = ( )
1

1 yy
−

− =
y

y

1

1
1









−

=

y

y
y

1

1
1 








−

+ .  

Положим 
1

y
z

y



. Тогда z → +0, ес-

ли y → +0 и  
1

z
y

z



, 

y
1 =

z
1 +1. Та-

ким образом,  

(1+х)1/х=
y

y

1

1
1









−

=(1+z)1/z+1.  

Если х→-0, то z→+0, поэтому  
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(1 + z)1/z+1= 


)(1)силу  в(

z1)  (1

e

z
↓

+


1

1
↓

+ z → e.  

Итак, 
0

lim
−→x

 (1 + х)1/х = е.  

Поэтому 
0

lim
→x

 (1 + х)1/х = е.  

33..33..33..  ВВыыччииссллееннииее  ппррееддееллоовв    

( )
0

lim 1 x
x

x
β

α
→

+ ..    

Пример 1. ( ) ( )
5 1 15

3
0 0

lim 1 3 lim 1 3x x
x x

x x ⋅

→ →
+ = +   
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( )
151

3
0

lim 1 3 x
x

x
→

 = + 
 

 

( )
151

153
0

lim 1 3 x
x

x e
→

 = + = 
 

.  

hh44--22001122--1100--0011--ннааччааллоо  
Напомним, что здесь применена ранее 
сформулированная теорема о том, что 

( )lim ( ( )) lim ( )
t T t T

f g t f g t
→ →

= .  

Пример 2. ( )
5 1 15

3
0

3lim 1 lim 1 3
x

t
x t

t
x

⋅

→∞ →

 + = + 
 
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( )
151

3
0

lim 1 3 t
t

t
→

 = + 
 

 

( )
151

153
0

lim 1 3 t
t

t e
→

 = + = 
 

.  

Пример 3. ( )
1

0
lim 1 sin x
x

x
→

+ .  

( ) ( )
1 1 1sin

sin
0 0

lim 1 sin lim 1 sin x
x x x

x x
x x ⋅ ⋅

→ →
+ = + .  

( )
sin

1
sin

0
lim 1 sin

x
x

x
x

x
→

 = + 
 

 

( )
sin

1

0, 0
lim 1

x
x

t
x t

t
→ →

 = + 
 
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( )
0

sinlim1

0
lim 1

x

x
x

t
t

t
→

→

 = + 
 

 ( )1 .e e= =   

Пример 4. Найдите ( )ctg 2

0
lim 1 tg3 x

x
x

→
+ . 

 ( )
1 tg3 ctg 2

tg3
0

lim 1 tg3 x x
x

x
x

→
+  

( )
0

tg3lim1 tg 2

0
lim 1

x

x
x

t
t

t
→

→

 = + 
 

 ( )
33
22e e= = .  

33..33..44..  ААссииммппттооттииччеессккааяя  ффоорр--
ммууллаа  ln(1 ) (1)x o+ = ..    

Теорема 1. ln(1 ) ( )x x o x+ = + , 0x → . 
 Нужно доказать, что 
ln(1 ) ( )x x o x+ − = ,  
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или 
0

ln(1 )lim 0
x

x x
x→

+ −
= ,  

0

ln(1 )lim
x

x x
x→

+ −  
0

ln(1 )lim 1
x

x
x→

+ = − 
 

  

1

0
lim ln (1 ) 1x
x

x
→

 
= + − 

 
 ln 1e= −  

1 1 0= − =    
Теорема 2 (пока без доказательства).  

( )
2

2ln(1 )
2
xx x o x+ = − +  при 0x → .  

Пример 1. Найдем 

20

ln(1 ) ln(1 )lim
x

x x
x→

+ + − .  
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 (1) 2

ln(1 ) ln(1 )x x
x

+ + −
=  

2

2

ln(1 )x
x
−

=  

2 2

2

( ) 1x o x
x

− +
= − .  

 (2) 2

ln(1 ) ln(1 )x x
x

+ + −
=   

2 2
2

2

( )
2 2
x xx x o x

x

− − − +
=   

2 2

2

( ) 1 (1).x o x o
x

− +
= − +   

33..33..55..  ААссииммппттооттииччеессккааяя  ффоорр--
ммууллаа  1 ( )xe x o x= + + ..    

Теорема 3. 1 ( )xe x o x= + +  при 0x → .  
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  ln(1 ) ( )x x o x+ = + , поэтому 
ln(1 ) ( )x x o x= + + ,  

ln(1 ) ( )x x o xe e + += ln(1 ) ( )x o xe e+= ⋅  
0(1 ) ( ( ))x e o x= + ⋅ +   

( )(1 ) 1 ( ) 1 ( )x o x x o x= + ⋅ + = + + .   
Теорема 4 (пока без доказательства). 

( )
2

21
2

x xe x o x= + + +  при 0x → .  

Пример 1. 

0 0

1 (1 ( )) 1lim lim
x

x x

e x o x
x x→ →

− + + −
=  

0

( )lim 1
x

x o x
x→

+
= = .  
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Пример 2. 
3

0
lim

x x

x

e e
x→

−  

0

(1 3 ( )) (1 ( ))lim
x

x o x x o x
x→

+ + − + +
= =  

0

2 ( )lim 2
x

x o x
x→

+
= = .  

Пример 3. 
3 2

20

2lim
x x x

x

e e e
x→

− + .  

3 2

2

2x x xe e e
x

− +
=

 

2
2

2

(3 )1 3 ( )
2
xx o x

x

 
+ + + 

 
 

2
2

2

(2 )2 1 2 ( )
2
xx o x

x

 
+ + + 

 −  + 
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2
2

2

1 ( )
2
xx o x

x

+ + +

 
2 2 2

2 2 2

2

9 83 ( ) 4 ( ) ( )
2 2 2
x x xx o x x o x x o x

x

+ + − − + + + +  
2 2 2

2

2

9 8 ( )
2 2 2
x x x o x

x

− + +
 =  

2 2

2

2 ( ) 1
2

x o x
x
+

= .  

Пример 4. Найдем ( ) 2
1

0
lim cos x
x

x
→

  

 ( ) 2
1

0
lim cos x
x

x
→

 ( ) 2
1

0
lim 1 cos 1 x
x

x
→

= + −   

mailto:boombook@yandex.ru


62        MA k1s1m1-n03-Эталонные пределы  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

( )( ) 2
1 cos 1

cos 1
0

lim 1 cos 1
x

x x
x

x
−

−
→

= + −   

( )( )
2

cos 1
1

cos 1
0

lim 1 cos 1

x
x

x
x

x

−

−
→

 
= + − 

 
  

( )( )
20

cos 1lim1
cos 1

0
lim 1 cos 1

x

x
x

x
x

x
→

−

−
→

 
= + − 
 

 

20

cos 1lim
x

x
xe →

−

=  
1
2e

−
= , так как  

2
2

20

1 1
2lim

x

x o x

x→

 − + − 
 = 20

cos 1 1lim
2x

x
x→

−
= −  

  

Пример 5. Найдем ( )
1

0
lim 1 ln(1 ) x
x

x
→

+ +   
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( )
1

0
lim 1 ln(1 ) x
x

x
→

+ +  

( )
1 ln(1 )

ln(1 )
0

lim 1 ln(1 )
x

x x
x

x
+

+
→

= + +   

( )
0

ln(1 )lim1
ln(1 )

0
lim 1 ln(1 )

x

x
x

x
x

x
→

+

+
→

 = + +  
 

0

ln(1 )lim
x

x
xe e→

+

= = .  
33..33..66..  ЕЕщщее  ппррииммееррыы    

(1) 
0

lim
→x x

xa )1(log + = 
0

lim
→x

loga[(1+x)1/x]  

= loga e = 
aln

1 , так как (1+x)1/x → e при x 

→ 0. 
Отсюда следует, что  
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loga(1+x) ~ 
a

x
ln

при х → 0.  

Поэтому loga(1+x) - 
a

x
ln

 = о(х) при 

х→0,  

то есть loga(1+x) = 
a

x
ln

 + о(х) при х→0.  

В частности, если а = е, то получаем  
ln(1 ) ( )x x o x+ = + .  

(2) 
0

lim
→x x

ax 1− . Обозначим ах - 1 = у.  

Тогда y → 0 при х → 0, х=loga(1+x).  

x
ax 1− =

y)(1log +a

y = y
a y 1)(1log

1
+ 0→

→
y
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ealog
1 = ln a, так как (1 + y)1/y → е при 

y→0. Итак, 
0

lim
→x x

ax 1− = ln a. Отсюда 

следует, что ах - 1 ~ x⋅ln a при х → 0.  
Поэтому ах =1 + x⋅ln a +o(x) при х → 0,  
в частности, ех =1 + x +o(x).  
ln(1 ) (1), 0,x o x+ = →   

1 (1), 0,xe o x= + →   
arcsin (1), 0,x o x= →   

arccos (1), 0,
2

x o xπ
= + →   

2tg ( ), 0,x x o x x= + →   
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2arctg ( ), 0,x x o x x= + →  
2 2sin 0 ( ), 0,x x x o x x= + ⋅ + →  
2 3 41sin 0 ( ), 0,

6
x x x x o x x= + ⋅ − ⋅ + →   

2arcsin ( ), 0,x x o x x= + →   
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