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  ЛЛееккцциияя  88..  ППррааввииллоо  ЛЛооппииттаалляя..    
88..11..  ФФооррммууллаа  ККоошшии    

88..11..11..  ТТееооррееммаа  ККоошшии    
Теорема 1 (формула Коши). Пусть  
(1) функции ( )f x  и ( )g x  непрерывны на 
[ ],a b ,  

(2) ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы на ( ),a b ,  

(3) ( ),x a b∀ ∈  верно ( ) 0g x′ ≠ .  

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ), :
( ) ( ) ( )

f b f a f cc a b
g b g a g c

′−
∃ ∈ =

′−
.  

 (1) Заметим, что ( ) ( ) 0g b g a− ≠ . В самом 
деле, если ( ) ( )g b g a= , по теореме Ролля 

( ), : ( ) 0a b g′∃ ∈ =ξ ξ , что противоречит усло-
вию (3).  
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 (2) Покажем, как не следует доказывать эту 
теорему.  

( )( ) ( ) ( )f b f a f c b a′− = − ,  

( )( ) ( ) ( )g b g a g c b a′− = − .  
Разделив эти равенства друг на друга, полу-
чим формулу (1). Это доказательство не го-
дится, так как точки c, вообще говоря, раз-
ные.  
 (3) Пусть  

( ) ( ) ( )F x f x f a= − −  

( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )

f b f a g x g a
g b g a

−
− −

−
.  

Дифференцируемая функция ( )F x  удовле-
творяет всем условиям теоремы Ролля, так 
как ( ) ( ) 0F a F b= = . Поэтому 
∃c∈(a,b): ( ) 0F c′ = ,  
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( ) ( )( ) ( ) 0
( ) ( )

f b f af c g c
g b g a

−′ ′− =
−

, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f c
g b g a g c

′−
=

′−
.   

Замечание. Формула Лагранжа является част-
ным случаем формулы Коши в случае 

( )g x x= .  

88..11..22..  ППррииммееррыы  ппррииммееннеенниияя  
ффооррммууллыы  ККоошшии    

Пример 1. Оцените 
( ) ( )
( ) ( )

f b f a
g b g a

−
−

, если 

( ) 1f x
x
−= , ( ) arctgg x x= , 5a = , 10b = .  
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f x
g b g a g x

′−
=

′−
, ( ),x a b∈ , 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

1

1
1

f b f a x
g b g a

x

−
=

−
+

 
2

2
1 x

x
+= , 

2
1 1
x

= + ,это убывающая на интервале 

( )5;10  функция, 2 2 2
1 1 11 1, 1

10 5x
 + ∈ + + 
 

 

( ) ( )101 26, 1,01; 1,04
100 25

= = .   
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Пример 2. Оцените 
( ) ( )
( ) ( )

f b f a
g b g a

−
−

, если 

( ) 2arctgf x x= , ( ) lng x x= , 0.5a = , 
2b = .  

 
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f x
g b g a g x

′−
=

′−
, ( ),x a b∈ , 

( ) ( )
( ) ( ) 2

2
1

f b f a x
g b g a x

−
=

− +
 ( 4 ;1

5
∈ 

.   

88..22..  ППррааввииллоо  ЛЛооппииттаалляя..  
88..22..11..  ТТееооррееммаа  ЛЛооппииттаалляя..  

Пусть lim ( ) 0
x a

f x
→

= , lim ( ) 0
x a

g x
→

= . Величину 

( )
( )

f x
g x

 называют неопределенностью типа 0
0

.  

Теорема 2  (Лопиталя). Пусть  
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(1) ( )f x  и ( )g x  определены и дифференци-

руемы в ( )ˆ aΩ ,  
(2) lim ( ) lim ( ) 0

x a x a
f x g x

→ →
= = ,  

(3) ( ) 0g x′ ≠  в любой точке из ( )ˆ aΩ ,  

(4) ∃ lim
x a→

( )
( )

f x
g x
′
′

.  

Тогда ∃ lim
x a→

( )
( )

f x
g x

 = lim
x a→

( )
( )

f x
g x
′
′

.  

 Положим ( ) ( ) 0f a g a= = . Тогда ( )f x  и 
( )g x  будут непрерывны в некоторой окрест-

ности точки a . Возьмем произвольное x a≠  
из этой окрестности и применим формулу 
Коши на [ ],a x ,  

() ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f x f a f c
g x g a g c

′−
=

′−
, где ( ),c a x∈ .  
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Так как ( ) ( ) 0f a g a= = , то ( ) ( )
( ) ( )

f x f c
g x g c

′
=

′
. Пе-

рейдем к пределу при x a→ , и тогда c a→ . 

Получим lim
x a→

( )
( )

f x
g x

= lim
x a→

( )
( )

f x
g x
′
′

.   

88..22..22..  УУппрроощщееннннооее  ппррааввииллоо  ЛЛоо--
ппииттаалляя..  

Теорема 3a  (упрощенное Лопиталя, 1)  
Пусть ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы в точ-
ке x a= , ( ) ( ) 0f a g a= = , ( ) 0g a′ ≠ .  

Тогда lim
x a→

∃
( )
( )

f x
g x

 = ( )
( )

f a
g a
′
′

.  

Теорема 3б  (упрощенное Лопиталя, 2) 
Пусть ( )f x  и ( )g x  дважды дифференцируе-
мы в точке x a= , ( ) ( ) 0f a g a= = , 

( ) ( ) 0f a g a′ ′= = , ( ) 0g a′′ ≠ . Тогда  
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lim
x a→

∃
( )
( )

f x
g x

= ( )
( )

f a
g a
′′
′′

.  

Теорема 3с  (упрощенное Лопиталя, 3) 
Пусть ( )f x  и ( )g x  трижды дифференцируе-
мы в точке x a= , ( ) ( ) 0f a g a= = , 

( ) ( ) 0f a g a′ ′= = , ( ) ( ) 0f a g a′′ ′′= = , ( ) 0g a′′′ ≠ . 

Тогда lim
x a→

∃
( )
( )

f x
g x

= ( )
( )

f a
g a
′′′
′′′

.  

Пример 1a.  
2

22 2

5 6 2 5 1 1lim lim
6 8 2 6 2 2x x

x x x
x x x→ →

− + − −
= = =

− + − −
.  

Пример 1b.  
2

22
2

5 6 2 5 1 1lim
6 8 2 6 2 2x

x

x x x
x x x→

=

− + − −
= = =

− + − −
 

Пример 1c.  
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22

22

5 6lim
6 8x

x x
x x→

 − +
 − + 

.  

 Пример 1c.  
32

22

5 6lim
6 8x

x x
x x→

 − +
 − + 

.  

Пример 2. Пример неправильного примене-
ния правила Лопиталя.  

2

22 2

5 6 2 5 1lim lim .
6 5 2 6 2x x

x x x
x x x→ →

− + − −
= =

− + − −
  

На самом деле, этот предел равен нулю по 
теореме о пределе частного.  
Пример 1c.  
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2

2 5 3lim
5 4 17x

x
x→

+ −
− +

 

2

2
5 52 2 5lim 4 3 2 6

2 4 17
x

x

x
→

− −+= = =
⋅−

+

.  

Пример 3. 
0

lim
x→

sin x
x

=
0

lim
x→

cos
1

x = 1.  

Пример 3b. 
0

lim
x→

2

2

sin 4x
x

= 16.  

Пример Д-1359. ( )
1

0

1
lim

x

x

x e
x→

+ −
  

( ) ( ) ( )
1 11

2

0

1 11 1 ln 1
lim

1

x x

x

x x x
x x

−

→

−
+ + + +

=   
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( ) ( )
( )1

20

ln 11lim 1
1

x
x

x
x

x x x→

 +
= + −  + 

  

( ) ( ) ( )
( )

1

20 0

1 ln 1
lim 1 lim

1
x

x x

x x x
x

x x→ →

 − + +
= +   + 

  

( ) ( )
20

1 ln 1
lim
x

x x x
e

x→

− + + 
=  

 
  

( )
0

1 ln 1 1
lim

2x

x
e

x→

− + − 
=  

 
 ( )

0

ln 1
lim

2x

x
e

x→

− + 
= ⋅  

 
  

( )0

1lim
2 1x

e
x→

 −
= ⋅   + 

 
2
e−

= .  
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Замечание.  ( )
1

0

1
lim

x

x

x e
x→

+ −
, поэтому 

( ) ( )
1

1
1

2

xx e e o
x

+ −
= − +  при 0x → , 

( ) ( )
1

1
2

x
ex e x o x+ − = − + , 

( ) ( )
1

1
2

x
ex e x o x+ = − + . Эта формула приме-

няется для оценки прироста с учетом слож-
ных процентов.  
Пример Д-1359m. Найдите 

( )
1

20

1
2lim

x

x

ex e x

x→

 + − − 
   и запишите формулу   

( ) ( )
21

2
0 1 21

2
x

xx A A x A o x+ = + + + .  

mailto:boombook@yandex.ru


14        MA k1s1m2-n08-Правило Лопиталя  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru 

Пример 4a. lim
x a→

x aa x
x a
−
−

= 

lim
x a→

1
1ln ln

1

x a
a aa a ax a a a a

−
−−

= − ⋅  

lna aa a a= − .  

Пример 4b. lim
x e→

x ee x
x e
−
−

= 

lim
x e→

1
1ln ln 0

1

x e
e ee e ex e e e e

−
−−

= − ⋅ = .  

Пример 5a. lim
x e→ 2( )

x ee x
x e
−
−

= 
1

lim
2( )

x e

x e

e ex
x e

−

→

−
=

−
 

2( 1)lim
2

x e

x e

e e e x −

→

− −
=  

2( 1)
2

e ee e e e −− −
=  

1

2

ee −

= .  
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Пример 6a. 
0

lim
x→ 3

tg x x
x
−  =

0
lim
x→

2

2

1 1
cos

3
x

x

−
 = 

0
lim
x→ 3

1

2 sin
6cos

x
x x

− −



= 1
3

.  

Это означает, что 
3

30

1tg
3lim 0

x

x x x

x→

− −
= ,  

или, по-другому, 
3

3

1tg
3 (1)

x x x
o

x

− −
= ,  

или, по-другому, 3 31tg (1)
3

x x x x o− − = ,  

или, по-другому, 3 31tg ( )
3

x x x o x= + + .  
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Пример 6b. 30

tg sinlim
x

x x
x→

−  
2

20

1 cos
coslim

3x

x
x
x→

−
=  

3

2 20

1 coslim
cos 3x

x
x x→

−
=

⋅
 

3

20

1 coslim
3x

x
x→

−
=  

2

0

3cos sinlim
6x

x x
x→

⋅
=  1

2
= .  

Пример 6с. 
3

50

1tg sin
2lim

x

x x x

x→

− −
=   

Пример 6d1. 50

sin arcsin 2lim
x

x x x
x→

+ −
=  

2

40

1cos 2
1lim

5x

x
x

x→

+ −
− =  
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( )2 2

30

sin
1 1

lim
20x

xx
x x

x→

− +
− −

=  

( )3/22

30

1 sin
lim

20x

x x x
x→

− − +
=  

( ) ( )
1 3

2 22 2

20

3 1 sin 1 cos 1
lim

60x

x x x x x
x→

− − − +
=  

( )1/22

20

3 1 sin
lim

60x

x x x
x→

−
=  

( )3/22

20

1 cos 1
lim

60x

x x
x→

− − +
+   

( )1/22

0

1 sin
lim

20x

x x
x→

−
=  

( )3/22

20

1 cos 1
lim

60x

x x
x→

− − +
+   
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Пример 7. 
1

1lim ctg
lnx

x
x→

 − 
 

π π  

1

sin ln coslim
ln sinx

x x x
x x→

− ⋅
=

⋅
π π π

π
 

2

1

cos cos ln sin
lim 1 sin cos ln
x

x x x x
x

x x x
x

→

− + ⋅
=

+ ⋅

ππ π π π π

π π π
 

2

1

cos cos ln sinlim
sin cos lnx

x x x x x x
x x x x→

− + ⋅
=

+ ⋅
π π π π π π

π π π
  

2 2

2 2 3

1

2

cos sin sin
ln sin sin ln coslim cos cos ln

cos sin ln
x

x x x x
x x x x x x

x x x
x x x x

π π π π π π
π π π π π π

π π π π
π π π π

→

− + +
+ ⋅ + + ⋅=

+ ⋅ +
+ − ⋅

 1
2

= .  

Решение не оптимально.  

Пример 7. 
1

1 1lim
ln 1x x x→

 − − 
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Пример 8. 
( )30

arcsin arctglim
ln 1x

x x
x→+

−
+

  

Пример 9. 
0

1lim ln ln 0
x

x
x→+
= .  

Пример. 
1

0
lim x
x

x
→+

= .  

Пример 1343. 1

0
lim 1

xx

x
x −

→+
= .  

Пример 1344. ( )0
lim 1 1

xx

x
x

→+
− = − .  

Пример 1346. 
1

11
1

lim x
x

x e−−

→
= .  

Пример 1350. 
0

1lim ln 1
x

x x→+

  = 
 

.  

mailto:boombook@yandex.ru


20        MA k1s1m2-n08-Правило Лопиталя  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru 

88..22..33..  ООббооббщщееннннооее  ппррааввииллоо  ЛЛоо--
ппииттаалляя..  

Теорема 2б. (Лопиталя). Пусть  
(1) ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы в ( )ˆ aΩ ,  
(2) lim ( ) lim ( ) 0

x a x a
f x g x

→ →
= = ,  

(3) ( ) 0g x′ ≠  в любой точке из ( )ˆ aΩ ,  

(4) ( )
( )

f x
g x
′

→ +∞
′

 при x → a.  

Тогда ( )
( )

f x
g x

→+∞  при x → a.  

Теорема 2в. (Лопиталя). Пусть  
(1) ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы в 

( )ˆ a
δ

Ω ,  

(2) lim ( )
x a

f x
→

= ±∞ , lim ( )
x a

g x
→

= ±∞ .  
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(3) ( ) 0g x′ ≠  в любой точке из ( )ˆ a
δ

Ω , 

(4) ( )
( )

f x b
g x
′

→
′

 при x → a.  

Тогда ( )
( )

f x b
g x

→  при x → a.  

Теорема 2г  (Лопиталя). Пусть  
(1) ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы в 
( )Ω +∞ ,  

(2) lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x g x
→+∞ →+∞

= = ,  

(3) ( ) 0g x′ ≠ ,  

(4) ∃ lim
x→+∞

( )
( )

f x
g x
′
′

. Тогда ∃ lim
x→+∞

( )
( )

f x
g x

 

= lim
x→+∞

( )
( )

f x
g x
′
′

.  
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Пример 1. 10 0

lnlim ln lim
x x

xx x
x−→+ →+

=  
1

20
lim
x

x
x

−

−→+
=

−
 

( )
0

lim 0
x

x
→+

= − = − .  

Замечание. Правило Лопиталя верно также 
для односторонних пределов.  
Пример 2. Найдем 

0
lim x

x
x

→+
.  

Заметим, что lnx x xx e= , 

0
lim ln
x

x x
→+

=
0

lim
x→+ ( )

ln
1

x

x
=

0
lim
x→+

( )
( )2

1
.

1
x

x−
= ( )

0
lim
x

x
→+

−

=-0. Поэтому 
0

lim
x→+

xx = 1.  

Пример 3. lim
x→+∞

ln x
xα

 при α>0.  

lim
x→+∞

ln x
xα

= lim
x→+∞ 1

1
x

xαα − = lim
x→+∞

1
xαα

= 0.  
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Таким образом, при x →+∞  логарифмиче-
ская функция растет медленнее, чем степен-
ная с любым показателем степени, ln x xα<<  
при x →+∞  и 0α > .  

Пример 4. lim
x→+∞

n

x

x
a

 (n – натуральное, a>1).  

lim
x→+∞

n

x

x
a

= lim
x→+∞

1

ln

n

x

nx
a a

−

= … = lim
x→+∞

!
(ln )x n

n
a a

= 0.  

Таким образом, при x →+∞  степенная функ-
ция растет медленнее, чем показательная, 

n xx a<<  при x →+∞  и 1α > .  

Пример 5. 
2

1

80
lim

x

x

e
x

−

→
 4lim

t

t

e
t

−

−→+∞
 

4

lim tt

t
e→+∞

.  

Пример 6. lim x

x
xe−

→+∞
 lim xx

x
e→+∞

 1lim 0xx e→+∞
= .  
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Замечание. Из того, что не существует 

lim
x a→

( )
( )

f x
g x
′
′

, не следует, что не существует 

lim
x a→

( )
( )

f x
g x

.  

Пример 7. Рассмотрим lim
x→+∞

sin
2 sin
x x
x x
+
+

. Ясно, 

что lim
x→+∞

1 cos
2 cos

x
x

+
+

 не существует. Вместе с 

тем, lim
x→+∞

sin
2 sin
x x
x x
+
+

= lim
x→+∞

0

sin1
sin2

x
x

x
x

→

+

+


= 1
2

.  
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88..33..  ДДооппооллннееннииее    
88..33..11..  ООбб  аассииммппттооттииччеессккиихх  
ффооррммууллаахх    

Пример 6d2. ( )sin arcsin x x= , 

( )3 5 5arcsin x ax bx cx o x= + + + ,  

( )( )3 5 5sin ax bx cx o x x+ + + = ,  

( )
3 5 5sin

6 120
x xx x o x= − + + ,  

( )( )3 5 5ax bx cx o x+ + +  

( )( )33 5 51
6

ax bx cx o x− + + +  

( )( )53 5 51
120

ax bx cx o x x+ + + + = ,  

1) 1a = ,  
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2) 31 0
6

b a− = , 1
6

b = ,  

3) ( )2 51 13 0
6 120

c a b a− + = , 1 1 0
12 120

c − + = , 

9 3
120 40

c = = ,  

( )
3 5

53arcsin
6 40
x xx x o x= + + + .   
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