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  ЛЛееккцциияя  99..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа..    

1100..11..  ООссннооввнныыее  аассииммппттооттииччее--
ссккииее  ффооррммууллыы    
Напомним список основных асимптотических 
формул, каждая из которых доказывается пу-
тем вычисления некоторого предела.  

( )
3

4sin
3!
xx x o x= − + , ( )

2
3cos 1

2!
xx o x= − + ,  

( )
3

4tg
3
xx x o x= + + ,  

( )1 1
2
xx o x+ = + + , ( )1 1n xx o x

n
+ = + + ,  
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( ) ( ) 21
1 1

2!
p p p

x px x
−

+ = + +  

( )( ) ( )3 31 2
3!

p p p
x o x

− −
+ + ,  

( ) ( )
2 3

3ln 1
2 3
x xx x o x+ = − + + , 

( ) ( )
2 3

3ln 1
2 3
x xx x o x− − = + + + ,  

( )
2 3

31
1! 2! 3!

x x x xe o x= + + + + , 

( )
2 3

31
1! 2! 3!

x x x xe o x− = − + − + ,  

( )2 21 1
1

x x o x
x
= + + +

−
, 

( )2 21 1
1

x x o x
x
= − + +

+
,  
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( )2 4 6 6
2

1 1
1

x x x o x
x

= − + − +
+

,  

( )
3 5

5arctg
3 5
x xx x o x= − + + , 

( )
3

4arcsin
6
xx x o x= + + ,  

1100..22..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа..  
1100..22..11..  ММннооггооччллеенн  ТТееййллоорраа..  
Замечание 1.  Если ( )f x  дифференцируема в 
точке 0x , то  

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0f x f x f x x x o x x′− = − + − .   

Иначе, ( )1 0( ) ( )f x P x o x x= + − , где 

( ) ( ) ( )( )1 0 0 0P x f x f x x x′= + − , причем  

( )1P x  обладает следующими свойствами:  
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( ) ( )1 0 0P x f x= , ( ) ( )1 0 0P x f x′ ′= .   

Теорема 1. Пусть ( )f x  n  раз дифференци-
руема в точке 0x  и  

( ) 0
0 0

( )( ) ( )
1!n

f xP x f x x x
′

= + −  

( )20
0

( )
2!

f x x x
′′

+ −  … ( )
( )

0
0

( )
!

n
nf x x x

n
+ −  

( ) ( )
( )

0
0

0 !

kn
k

k

f x
x x

k=

= −∑ .  

Тогда ( )0 0( )nP x f x= , ( )0 0( )nP x f x′ ′= , …, 

( )( ) ( )
0 0( )k k

nP x f x= ,…, ( )( ) ( )
0 0( )n n

nP x f x= .   
 Заметим, что  
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( ) ( )
0

( )
0

0!

km
k

m
x x

f xd x x
dx k

=

−  ( )( )
0

0, ,
, ,

0, .

k

m k
f x m k

m k

<
= =
 >

   

1100..22..22..  ТТееооррееммаа  ТТееййллоорраа--ППееаанноо    
Теорема 2a. Пусть функция ( )f x  n  раз диф-
ференцируема в точке 0x . Тогда 

( )0( ) ( ) ( )n
nf x P x o x x= + −  при 0x x→ .  

 1( )nR x+ = ( ) ( )nf x P x−   

= ( )f x –[ ( )0f x  ( ) ( )0
01!

f x
x x

′
+ −  

( ) ( )20
02!

f x
x x

′′
+ − ( )

( 1)
10

0
( )...

( 1)!

n
nf x x x

n

−
−+ + −

−
 

( )
( )

0
0

( )
!

n
nf x x x

n
+ − ].  
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Докажем, что ( )( )1 0( ) n
nR x o x x+ = − , или 

( )0

1

0

( )lim 0n
nx x

R x
x x

+

→
=

−
. Найдем  

0
1lim ( )nx x

R x+→
 [ ]

0

lim ( ) ( )nx x
f x P x

→
= −  

( ) ( )0 0 0nf x P x= − = ,  

0
1lim ( )nx x

R x+→
′

0

lim ( ) ( )nx x
f x P x

→
 ′′= −
 

 

( ) ( )0 0 0nf x P x′′= − = .  
Аналогично,  

0

( 1)
1lim ( )n

nx x
R x−

+→ 0

( 1) ( 1)lim ( ) ( )n n
nx x

f x P x− −

→
 = −   

( ) ( )( 1) ( 1)
0 0 0n n

nf x P x− −= − = .  
Теперь используем правило Лопиталя,  
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( )0

1

0

( )lim n
nx x

R x
x x

+

→ −
 

( )0

1
1

0

( )lim n
nx x

R x
n x x

+
−→

′
=

−
 

( )0

1
2

0

( )lim
( 1)

n
nx x

R x
n n x x

+
−→

′′
=

− −
 =… 

( )0

( 1)
1

( 1)( )
0

( )lim
n

n
nx x n

R x

x x

−
+

−→  − 

 

=
( 1)

0

1

0

!

( )lim
( 1) ... 2 ( )

n

n

x x

n

R x
n n x x

−

+

→ − ⋅ ⋅ ⋅ −


, далее Лопиталя 

использовать нельзя. Величина 
( 1)

1

0

( )
( 1) ... 2 ( )

n

nR x
n n x x

−

+

− ⋅ ⋅ ⋅ −
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является неопределенностью типа 0
0

. Заме-

тим, что  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1 0
n n n

nR x f x f x− − −
+ = −  
( ) ( ) ( )0 0
nf x x x− − .   

Так как ( )( 1)nf x−  дифференцируема в 0x , то  

( ) ( )( 1) ( 1)
0

n nf x f x− −−  

= ( )( ) ( )( )
0 0 0

nf x x x o x x− + − .  

Следовательно, ( ) ( ) ( )1
1 0

n
nR x o x x−
+ = − , поэтому 

0

lim
x x→

( ) ( )1
1

( 1)
0[( ) ]

n
n

n n

R x
x x

−
+

−−
 

0

0

0

( )lim 0
!( )x x

o x x
n x x→

−
= =

−
.   
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Теорема 2b. Пусть функция ( )f x  дважды 
дифференцируема в точке 0x . Тогда 

( )( )2
2 0( ) ( )f x P x o x x= + −  при 0x x→ .  

 3 ( )R x = 2( ) ( )f x P x−  ( )f x= −   

( ) ( ) ( ) ( )20 0
0 0 0

( )
1! 2

f x f xf x x x x x
′ ′′

− + − + − 
 

.  

Докажем, что ( )( )2
3 0( )R x o x x= − , или 

( )0

3
2

0

( )lim 0
x x

R x
x x→

=
−

. Найдем  

0
3lim ( )

x x
R x

→
 [ ]

0
2lim ( ) ( )

x x
f x P x

→
= −  

( ) ( )0 2 0 0f x P x= − = ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )3 0 0 0R x f x f x f x x x′ ′ ′ ′′= − + −   ,  
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0
3lim ( ) 0

x x
R x

→
′ = , 3 ( ) 0R x′ = ,  

( )0

3
2

0

( )lim
x x

R x
x x→ −

 является Лопиталевской неоп-

ределенностью типа 0
0

,  

( ) ( )0 0

3 3
2

00

( ) ( )lim lim
2x x x x

R x R x
x xx x→ →

′
=

−−
 

( ) ( ) ( )( )
( )0

0 0 0

0

lim
2x x

f x f x f x x x
x x→

′ ′ ′′− + −  
−

.  

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0f x f x f x x x o x x′− = − + −  

Так как ( )f x′  дифференцируема в 0x , то  

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0f x f x f x x x o x x′ ′ ′′− = − + − .  

mailto:boombook@yandex.ru


13        MA k1s1m2-n09-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru 

( )
( )
( )0 0

03

0 0

( )lim lim 0
2 2x x x x

o x xR x
x x x x→ →

−′
= =

− −
.   

1100..22..33..  ООссттааттооччнныыйй  ччллеенн  вв  ооббщщеейй  ффооррммее    
Теорема 3 (остаточный член в общей форме).  
Пусть ( )f x  определена и 1n +  раз дифферен-
цируема в некоторой ( )0xΩ .  

Пусть 1( ) ( ) ( )n nR x f x P x+ = − , ( )0
ˆx x∈Ω , 

0x x≠ , и 0p > . Тогда ( )0 , :x x∃ ∈ξ  
1

( 1)0
1

( )( ) ( )
!

pn
n

n
x xxR x f

n p x
ξ ξ

ξ

+
+

+

 − −
=  − 

.  

 Пусть ( ) ( )
( )

0
0

0

( )
!

kn
k

n
k

f xP x x x
k=

= −∑  

( )0,x xϕ≡ .  
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Возьмем 0x x≠ , ( )0
ˆx x∈Ω . Пусть 0p > , 

[ ]0 ,t x x∈ , тогда  

( )( ) ( ) ,t f x x tψ ϕ= −  

1

0
0 ( )

( )

( ) ( , )
n

n

p

P x

R x

x t f x x x
x x

ϕ

+

  −  − − −     




 

( ) 1
0

( ) , ( )
p

n
x tf x x t R x

x x
ϕ +

 −
= − −  − 

.  

Докажем, что функция ( )tψ  на [ ]0 ,t x x∈  
удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля.  
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( ) ( ) ( )( ) ( )
1!

f t
t f x f t x tψ

′
= − − −  

( ) ( )2

2!
f t

x t
′′

− −  ( ) ( )
( )

...
!

n
nf t

x t
n

− − −  

1
0

( )
p

n
x t R x

x x +

 −
− − 

.  

Так как ( )f x  дифференцируема 1n +  раз, то 
( )tψ  непрерывна на [ ]0 ,x x , ( )tψ  дифферен-

цируема на [ ]0,t x x∈ ,  

( ) ( ) ( ) 0
0 0

0

,
p

x xx f x x x
x x

 −
= − − ⋅ − 

ψ ϕ   

( ) ( )0, 0f x x x⋅ − =  ϕ ,  

( ) 0xψ = , ( )0 0xψ = .  

По теореме Ролля, ( )0 , : ( ) 0x x ′∃ ∈ =ξ ψ ξ ,  
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( ) ( )( ) [t f t f tψ ′ ′ ′= − −  

( )( ) ( )( )f t x t f t x t′′ ′′+ − − −  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2! 2!
f t f t

x t x t
′′′ ′′′

+ − − −  ...+  

( ) ( )
( ) ( )

1 1( ) ( )
( 1)! ( 1)!

n n
n nf t f tx t x t

n n
− −+ − − −

− −
 

( )
( 1) ( )

!

n
nf t x t

n

+

+ − ] ( )
1

1
0

( )
( )

p

np

x tp R x
x x

−

+

−
+

−
.  

Полагая t ξ= , получаем 

( ) ( )
( 1) ( )

!

n
nf x

n
ξψ ξ ξ

+

′ = − −  

1

1
0

( ) ( )
( )

p

np

xp R x
x x

ξ −

+

−
+

−
, ( ) 0ψ ξ′ = , поэтому  
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( )
1

( 1)0
1

( ) ( )
!

pn
n

n
x xxR x f

n p x
ξ ξ

ξ

+
+

+

 − −
=  − 

.   

1100..22..44..  ООссттааттооччнныыйй  вв  ффооррммее  ЛЛааггррааннжжаа    
Следствие 1  (остаточный член в форме Ла-
гранжа). Положим 1p n= + . Тогда при вы-
полнении условий теоремы 3 

( 1)
1

1 0
( )( ) ( )

( 1)!

n
n

n
fR x x x

n
ξ+

+
+ = −

+
.  

1100..22..55..  ООссттааттооччнныыйй  ччллеенн  вв  ффооррммее  ККоошшии    
Следствие 2  (Остаточный член в форме Ко-
ши). 1p = , ( )0 0x x xξ θ− = − , 0 1θ< < , 

( )0 0x x xξ θ= + − , ( )( )01x x xξ θ− = − − ,  

( ) ( ) ( ) ( )1
1 0

( )
!

n
n

n
xR x x f

n
ξξ ξ+

+

−
= − , или  
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( )1nR x+  

( ) ( ) ( )( )
1

10
0 0

( ) 1
!

n
n nx x f x x x

n
θ θ

+
+−

= − + − .  

1100..22..66..  ООссттааттооччнныыйй  вв  ииннттееггррааллььнноойй  ффооррммее    
Теорема 4а (остаточный член в интегральной 
форме). Пусть ( )f x  определена и 1n +  раз 
дифференцируема в некоторой окрестности 
точки 0x , причем ( ) ( )1nf x+  непрерывная 

функция, и 1( ) ( ) ( )n nR x f x P x+ = − , ( )ˆx a∈Ω , 

x a≠ . Тогда ( ) ( ) ( )1
1

1( )
!

x nn
n a

R x f t x t dt
n

+
+ = −∫ .  

 ( ) ( ) ( )
x

a
f x f a f t dt′= + ∫  

( ) ( ) ( )
x

a
f a f t d x t′= − −∫  
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( ) ( )( ) ( )( )
xt x

t a a
f a f t x t f t x t dt=

=′ ′′= − − + −∫  

( ) ( )( ) ( )( )
x

a
f a f a x a f t x t dt′ ′′= + − + −∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )2

2
x

a

x t
f a f a x a f t d

−
′ ′′= + − − ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )2

2
t x
t a

x t
f a f a x a f t =

=

−
′ ′′= + − −  

( ) ( )2

2
x

a

x t
f t dt

−
′′′+∫  … 

( ) ( )( ) ( ) ( )2

2
f a

f a f a x a x a
′′

′= + − + −  

( ) ( )3

2 3
f a

x a
′′′

+ − +
⋅

 … 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

! !

nn
xn n

a

f a x t
x a f t dt

n n
+ −

+ − + ∫ ,  
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( ) ( )
( )

0
0

0

( )
!

kn
k

n
k

f xP x x x
k=

= −∑ ,  

( ) ( ) ( ) ( )1
1

1
!

x nn
n a

R x f t x t dt
n

+
+ = −∫ .   

Теорема 4б (остаточный член в форме Ла-
гранжа). Пусть ( )f x  определена и 1n +  раз 
дифференцируема в некоторой окрестности 
точки 0x , причем ( ) ( )1nf x+  непрерывная 

функция, и 1( ) ( ) ( )n nR x f x P x+ = − , ( )ˆx a∈Ω , 
x a≠ . Тогда 

( ) ( )0 1, : nx x R xξ +∃ ∈ =
( ) ( )
( ) ( )

1
1

1 !

n
nf

x a
n

ξ+
+−

+
.  
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 ( ) ( ) ( )1n nf x P x R x
+

= + , 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

1
!

x nn
n a

R x f t x t dt
n

+
+ = −∫ . По теореме о 

среднем для определенного интеграла,   

( )
( ) ( ) ( )

1

1 !

n
x n

n a

f
R x x t dt

n
ξ+

+ = −∫  

( ) ( )
( ) ( )

1
1

1 !

n
nf

x a
n

ξ+
+= −

+
.   

Следствие 2 (Остаточный член в форме Ко-
ши). 1p = , ( )0 0x x xξ θ− = − , 0 1θ< < ,  
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1100..33..  ООццееннккаа  ооссттааттооччннооггоо  ччллееннаа    
1100..33..11..  ССттееппеенннноо--ооггррааннииччееннннааяя  ппррооииззввооддннааяя    
Теорема 5a. Если функция ( )f x  определена и 
имеет производную любого порядка в ( )0xΩ , 
причем  

( )0 0, , 0 : ,M A x x xδ δ δ∃ ∃ ∃ > ∀ ∈ − +  верно 
( ) ( )n nf x MA≤ , то ( )0 0,x x x∀ ∈ − +δ δ  верно 

( )
( )

0
0

0

( )( )
!

k
k

k

f xf x x x
k

∞

=

= −∑ , или, что то же са-

мое, ( ) ( )
( )

0
0

0

( )lim
!

kn
k

n k

f x x x f x
k→∞

=

− =∑ , или 

( )1lim 0nn
R x+→∞

= .  
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Замечание. Равенство 
0

k
k

a S
∞

=

=∑  равносильно 

0
lim

n

kn k
a S

→∞
=

=∑ .  

 ( ) ( )
( )

0
0 1

0

( )( )
!

kn
k

n
k

f xf x x x R x
k +

=

= − +∑ , 

( ) ( )
( 1)

1
1 0

( )( )
1 !

n
n

n
fR x x x

n
ξ+

+
+ = −

+
, 

( )
( )
( )

11
1

1( ) 0
1 ! 1 !

nn
n

n

AMAR x M
n n

δ
δ

++
+

+ ≤ = →
+ +

.   
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Пример 1. 
2

1

0, 0,
( )

, 0.x

x
f x

e x
−

== 
 ≠

 Тогда 

( ) (0) 0nn f∀ = , но равенство 
( )

0

(0)( ) 0
!

k
k

k

ff x x
k

∞

=

= =∑  неверно.  

Пример 2. ( ) xf x e=  Тогда ( ) ( )n xn f x e∀ = , 

[ ],x b b∀ ∈ −  верно ( ) ( )n bf x e≤ , равенство 
( )

0

(0)( )
!

k
k

k

ff x x
k

∞

=

=∑ , 
0

( )
!

k
x

k

xe f x
k

∞

=

= =∑  верно 

для любого x .  
Пример 3. 3( ) xf x e=  Тогда ( ) 3( ) 3n n xn f x e∀ = , 

[ ] ( ) 3, ( ) 3n n bx b b f x e∀ ∈ − ≤ , равенство 
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( )

0

(0)( )
!

k
k

k

ff x x
k

∞

=

=∑ , 
0

3( )
!

k k

k

xf x
k

∞

=

=∑  верно для 

любого x .  
1100..33..22..  ФФааккттооррииааллььнноо--ооггррааннииччееннннааяя  ппррооиизз--
ввооддннааяя    
Теорема 5b. Если функция ( )f x  определена и 
имеет производную любого порядка в 0( )xΩ , 
причем 0, : , ( )M A n x x∃ ∃ ∀ ∈Ν ∀ ∈Ω  верно 

( ) ( ) !n nf x M n A≤ ⋅ ⋅ , и 1
A

δ = , то 

( ) ( )0 0 0,x x x xδ δ∀ ∈ − + Ω  верно 

( ) ( ) ( )
( )

0
0

0 !

k
k

k

f x
f x x x

k

∞

=

= −∑ .  
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 ( ) ( )
( )

0
0 1

0
( ) ( )

!

kn
k

n
k

f x
f x x x R x

k +
=

= − +∑ , 

( ) ( )
( 1)

1
1 0

( )( )
1 !

n
n

n
fR x x x

n
ξ+

+
+ = −

+
, 

( )
( ) ( )

1
11

1

1 !
( ) 0

1 !

n
nn

n

M n A
R x M A

n
δ δ

+
++

+

+
≤ = →

+
, 

если 1
A

δ <    

Замечание. В семестре 3 мы введем понятие 
равномерного предела и покажем, что 

( ) ( ) ( )
( )

0
0

0 !

kn
k

k

f x
x x f x

k=

− →∑  при n →+∞  

равномерно на указанном промежутке, что 
гарантируем возможность почленного диф-
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ференцирования и интегрирования равенства 

( ) ( ) ( )
( )

0
0

0 !

k
k

k

f x
f x x x

k

∞

=

= −∑ .  

Пример 4. 1( )
1

f x
x

=
−

, 0 0x = . Тогда 

( )

( ) 1
!( )

1
n

n
nn f x
x +∀ =

−
, [ ],x b b∀ ∈ −  верно 

( )
11( ) !

1

n
nf x n

b

+
 ≤  − 

, 1 0b> > , 1
1

A
b

=
−

, 

10 1x b
A

< < = − , 1b b< − , 1
2

b < , 11;
2

x  ∈ − 
 

. 

Однако, 1( )
1

f x
x

=
−

, 
1

0

1
1

nn
k

k

xx
x

+

=

−
=

−∑ , поэтому 
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( )1;1x∀ ∈ −  
( )

0 0 0

(0) !( )
! !

k
k k k

k k k

f kf x x x x
k k

∞ ∞ ∞

= = =

= = =∑ ∑ ∑ ,  

(а) ( )1;1x∀ ∈ −  
0

1
1

k

k
x

x

∞

=

=
− ∑ , .  

(б) ( )1;1x∀ ∈ −  ( )
0

1 1
1

k k

k
x

x

∞

=

= −
+ ∑ ,  

(в) ( )1;1x∀ ∈ −  2
2

0

1
1

k

k
x

x

∞

=

=
− ∑ ,  

(г) ( )1;1x∀ ∈ −  ( ) 2
2

0

1 1
1

k k

k
x

x

∞

=

= −
+ ∑ ,  

(д) В семестре 3 мы покажем, что следующие 
операции являются корректными: ( )1;1x∀ ∈ −  

( ) ( ) 2

0
arctg 1 k k

k
x x

∞

=

′ = −∑ , 
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( ) 2

0
0

arctg 1
x k k

k
x x dx

∞

=

= −∑∫  ( ) 2

0
0

1
x k k

k
x dx

∞

=

= −∑∫  

( ) 2 1

0

1
2 1

k k

k

x
k

+∞

=

−
=

+∑ .  

Замечание 1. Форма Пеано остаточного члена 
непосредственно следует из общей формы, а 
также из форм Лагранжа и Коши. В самом 
деле,  
(x–x0)n+1=o((x–x0)n) при x→x0.  
Замечание 2. Так как точка ξ зависит от p, то 
величина θ в формах Лагранжа и Коши, во-
обще говоря, разная.  
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1100..33..33..  ООццееннккаа  ннааииббооллььшшееггоо  ччллееннаа    

Пример 1. ( )1
0 !

kn
x

n
k

xe R x
k +

=

= +∑ , 0x > , 
!

k

k
xa
k

= , 

( )
1

1

1 !
!

k
k

k
k

x ka x
a k x k−

−

−
= =

⋅
, 1

1

1 1k k

k k

a a
a a

+

−

> <  

1 1
1

x x
k k

⇔ > <
+

  1x k x⇔ − < < , , поэтому 

номер наибольшего члена равен [ ]0k x= , если 

только [ ]x x≠ , т.е. x  не является целым чис-
лом. Если же x m=  является целым числом, 
то члены  

( )
1

1 1 !

m

m
ma
m

−

− =
−

   
!

m

m
ma
m

=  и 
( )

1

1 1 !

m

m
ma
m

+

+ =
+

   .  

Пример 2. ( ) ( ) ( )
2 1

2 2
0

sin 1
2 1 !

kn
k

n
k

xx R x
k

+

+
=

= − +
+∑ .  
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1100..44..    ФФооррммууллаа  ММааккллооррееннаа..    
1100..44..11..  ЧЧттоо  ээттоо  ттааккооее    

0 0x = , ( ) (0)f x f= +  (0)
1!

f x
′

 

( )
( )

1
(0)...
!

n
n

n
f x R x

n ++ + + ,  

1) ( )1( ) n
nR x o x+ =  – Пеано,  

2) 
( 1)

1
1

( )( )
( 1)!

n
n

n
f xR x x

n
θ+

+
+ =

+
 – Лагранжа,  

3) 
( 1)

1
1

( )( ) (1 )
!

n
n n

n
f xR x x

n
θ θ

+
+

+ = − – Коши.  
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1100..44..22..  РРааззллоожжееннииее  xe     

( ) xf x e= , 
0

( )
!

kn

n
k

xP x
k=

=∑ , 1
0

( )
!

kn
x

n
k

xe R x
k +

=

= +∑ , 

где ( )1( ) n
nR x o x+ = , ( ) 1

1 ( 1)!
n

n
eR x x

n
+

+ =
+

ξ

, 

0 x< <ξ .  

x∀  ( )
1

1 0
( 1)!

x n

n

e x
R x

n

+

+ ≤ →
+

 при n →+∞ , то 

есть 

1

0

( )

0
!

n

kn
x

k

R x

xe
k

+

=

− →∑


 при n→∞, 
0 !

k
x

k

xe
k

∞

=

=∑  – 

ряд Тейлора.  

Вычислим число e  с точностью 610− . По-
ложим 1x = . Тогда 
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e=1+1+ 1
2!

+…+ 1
!n
+Rn+1(1), причем 

1
0

1 (1)
!

n

n
k

e R
k +

=

− =∑ , 
1

1( )
( 1)!

nx

n

e x
R x

n

+

+ ≤
+

, 1x = ,  

Rn+1(1) ≤
( 1)!

e
n +

< 3
( 1)!n +

.  

Так как 7!>5⋅103, 8!>4⋅104, 9!>3⋅105, 10!>3⋅106.  

Если n=9, то R10(1)< 3
10!

<10-6. Поэтому  

e≈1+1+ 1
2!

+…+ 1
9!

 с точностью не хуже 10-6.  

1100..44..33..  ССииннуусс    
2 1

2 2
0

sin ( 1) ( )
(2 1)!

kn
k

n
k

xx R x
k

+

+
=

= − +
+∑ ,  
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( ) sinf x x= , ( ) ( ) sin
2

n nf x x = + 
 

π ,  

( ) ( )
0, 2 ,

0 sin
2 ( 1) , 2 1,

n
k

n knf
n k

π =
= = 

− = +
  

( )

2 1

0, 2 ,
(0)

( 1) , 2 1,!
(2 1)!

n
n k

k

n k
f x

x n kn
k

+

=
= − = + +

. 

( )
3 5 1

2 1
2 1

( 1)sin ...
3! 5! (2 1)!

n
n

n
x xx x x R x

n

−
−

+

−
= − + − + +

−
,  

где R2n+1(x) = o(x2n),   

R2n+1(x) = 
( )(2 1)sin 2

(2 1)!

nx

n

πθ ++

+
 x2n-1. 

∀x |R2n+1(x)| ≤ 
2 1

(2 1)!

nx
n

+

+
 → 0 при n → ∞.  
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Вычислим sin x для 0≤x≤
4
π  с точностью до 

10-4.  
Выберем n  так, чтобы | R2n+1(x)|<10-4 для 

0,
4

x π ∈   
.  

x=
4
π , n=3, |R7(x)|≤

( )7

4
7!

π
<10-4.  

Таким образом, 
3 5

sin
3! 5!
x xx x≅ − +  с точно-

стью не хуже 10-4 для 0,
4

x π ∈   
.  

1100..44..44..  ККооссииннуусс    
2

2 1
0

cos ( 1) ( )
(2 )!

kn
k

n
k

xx R x
k +

=

= − +∑ ,  
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( ) cosf x x= , ( ) ( ) cos
2

n nf x x = + 
 

π ,  

( ) (0)nf = cos
2

nπ =
0, 2 1
( 1) , 2k

n k
n k

= +

− =

. 

( )
2

2

0, 2 1,
(0)

( 1) , 2 ,!
(2 )!

n
n

k

n k
f x

x n kn
k

= +
= − =


. 

cos x=1-
2

2!
x +

4

4!
x -…+ ( 1)

(2 )!

n

n
− x2n+R2n+2(x),  

где R2n+2(x)=o(x2n+1), 

R2n+2(x) = cos( ( 1) )
(2 2)!
x n
n

θ π+ +
+

x2n+2,  

R2n+2(x)<
2 2

(2 2)!

nx
n

+

+
→0 при n → ∞ ∀ фикси-

рованного x.  
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1100..44..55..  ЛЛооггааррииффмм    
f(x) = ln(1+x), x > -1. 

f'(x) = 1
1 x+

= (1+x)-1, 

f''(x) = (-1)(1+x)-2, 
f'''(x) = (-1)(-2)(1+x)-3 = (-1)22!(1+x)-3, 
и так далее… 
f(n)(x) = (-1)n-1(n-1)!(1+x)-n. 
f(0) = 0, f(n)(0) = (-1)n-1(n-1)! 
Таким образом, общий член формулы Макло-
рена имеет вид: 

( ) (0)
!

nf
n

xn=
1( 1)n

n

−− xn,  

ln(1+x)=x-
2

2
x +

3

3
x -…+

1( 1)n

n

−− xn+Rn+1(x) 

=
1

1

( 1)kn
k

k
x

k

−

=

−∑ + Rn+1(x),  
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где Rn+1(x) = o(xn) (Пеано), 

Rn+1(x) = 
1

1

( 1)
( 1) (1 )

n n

n

x
n xθ

+

+

−
+ +

 (Лагранжа),  

Rn+1(x) = 1

( 1) (1 )
(1 )

n n

nx
θ

θ +

− −
+

xn+1 (Коши).  

Докажем, что остаточный член Rn+1(x) → 0 
при n → ∞ ∀ x ∈ (-1,1]. 
Сначала рассмотрим x: 0≤x≤1.  

Rn+1(x)≤ 1
1n +
→0 при n→+∞,  

1
1

ln(1 ) ( )
kn

n
k

xx R x
k +

=

− − = +∑ ,  

1
1

1
ln(1 ) ( 1) ( )

kn
k

n
k

xx R x
k

−
+

=

+ = − +∑ .  

В частности, для x=1 получим: 
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ln 2=1- 1
2

+ 1
3

- 1
4

+…+
1( 1)n

n

−− +Rn+1(1), 

1

1

( 1)ln 2
k

k k

−∞

=

−
=∑ .  

Отметим, что ряд 
1

1n

k k=
∑  расходится,  



1

1lim

n

n

n k
S

k→∞
=
∑ =+∞. Для любого S можно так пере-

ставить слагаемые ряда 
1

1

( 1)kn

k k

−

=

−∑ , что сумма 

вновь полученного ряда будет равна S.  
Рассмотрим теперь x: -1<x<0.  
Докажем, что Rn+1(x) → 0 при n → ∞. Форму-
ла Лагранжа для этих целей непригодна из-за 
того, что в знаменателе стоит число 
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0<1+θx<1, возведенное в (n+1)-ю степень. 
Воспользуемся формулой Коши,  

Rn+1(x)≤
1(1 )

(1 ) (1 )

n n

n

x
x x
θ
θ θ

+−
⋅

− −
.  

Далее учтем, что (1 )
(1 )

n

nx
θ
θ
−
−

<1,  

Rn+1(x)<
1

1

nx
x

+

−
→0 при n→∞, Rn+1(x)→0 

при x∈(-1,+1].  
1100..44..66..  ССттееппееннннааяя  ффууннккцциияя    
f(x) = (1 + x)α, x > -1. 
f(n)(x) = α(α - 1) … (α - n + 1)(1 + x)α-n. 
f(n)(0) = α(α - 1) … (α - n + 1). 
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( )1 x α+  1
1!

xα
= +  2( 1)

2!
xα α −

+  

+…+ ( 1)...( 1)
!

nn x
n

α α α− − + ( )1nR x++ , где 

( ) ( )1
n

nR x o x+ = .  

Можно показать, что ( )1 0nR x+ →  при 

n →+∞  ∀ фиксированного ( )1;1x∈ − .  
Замечание 1. При n = 1 получим  
(1+x)α=1+αx+o(x).  
Замечание 2. Если α = n ∈ N, то f(n+1)(x) ≡ 0, 
поэтому Rn+1(x)≡0, получаем формулу бинома 
Ньютона,  

(1 + x)n = 1 + nx + ( 1)
2!

n n − x2 + … + xn.  

Пример. Вычислить 5 35 .  
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Учтем, что 32 = 25 , 5 35 = 2 5
35
32

 

=2
1

531
32

 + 
 

, здесь x= 3
32

, α= 1
5

.  

Применяя формулу Тейлора, получим  

2
1

531
32

 + 
 

 

=2
( ) 21 11 13 35 551 ...

1! 32 2! 32

 −   + ⋅ + +    
 

.  
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1100..55..  РРааззллоожжееннииее  ссллоожжннооггоо  аарр--
ггууммееннттаа    

Пример 1. 1
0

( )
!

kn
x

n
k

xe R x
k +

=

= +∑ , 

1
0

( )
!

kn
x

n
k

xxe x xR x
k +

=

= +∑  
1

2
0

( )
!

kn

n
k

x R x
k

+

+
=

= +∑  

( ) 2
1

( )
1 !

kn

n
k

x R x
k +

=

= +
−∑ .  

Пример 2. 
2

2

2 1
0

( )
!

kn
x

n
k

xe R x
k +

=

= +∑ .  

1100..66..  ППррииммееннееннииее  ффооррммууллыы  ММаакк--
ллооррееннаа  ддлляя  ввыыччииссллеенниияя  ппррееддееллоовв..  

Пример 1. 
0

lim
x→

2
1

sin xx
x

 
 
 

 (типа 1∞)  
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2
1

sin xx
x

 
 
 

=

2
1

3 3( )6
xxx o x

x

 − + 
 
 

=

2
1

2
21 ( )

6

xx o x
 
− + 

 
=

2 2
2

1 ln 1 ( )6
x o x

x
e α

 
 − + 
 
 


= 

= ( )2 2
2

1 ( )6
x o x

xe
− +

=
2

2
( )1

6
o x

xe
− +

→
1

6e− . 

Пример 2. Найдем 
0

lim
x→ 5

tg 2sin 3x x x
x

+ − .  

Это неопределенность типа 0
0

. Можно при-

менить правило Лопиталя, но тогда бы при-
шлось дифференцировать 5 раз.  

0
lim
x→ 5

tg 2sin 3x x x
x

+ − =  
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=
0

lim
x→

( )3 3 5
5 5

5

5
2 ( ) 2 ( ) 3

3 15 6 120
x x x xx x o x x o x x

x

+ + + + − + + −
= 

=
0

lim
x→

5 5

5

3 ( )20 x o x

x

+
= 3

20
. 
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