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11..  ТТооччккии  ии  ммнноожжеессттвваа    
11..11..  РРаассссттоояяннииее  вв  ппррооссттррааннссттввее  

mR     
11..11..11..  ППоонняяттииее    

Точки: ( )1 2, ,..., mx x x x= , ( )1 2, ,..., mM x x x= , 

( )(0) (0)
0 1 ,..., mM x x= .  

Определение 1. Расстоянием между точками 
( )1 2, ,..., mx x x x=  и ( )1 2, ,..., my y y y=  называ-

ется число 

( ) ( )2 2
1 1( , ) ... m mx y x y x yρ = − + + − .  

Определение 2. Длиной вектора 
( )1 2, ,..., mx x x x=   называется число 

( ) ( )2 2
1( ,0) ... mx x xρ = + + .  
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11..11..22..  ННееррааввееннссттввоо  ККоошшии    
Теорема 1 (неравенство Коши). ,x y∀  верно 

2 2

1 1 1

m m m

k k k k
k k k

x y x y
= = =

≤ ⋅∑ ∑ ∑ .  

 Пусть ( )1 2, ,..., mx x x x= , ( )1 2, ,..., my y y y=  и 

1
( , )

m

k k
k

x y x y
=

=∑ .  

Тогда ( , ) 0x ty x ty− − ≥ , 
2 ( , ) 2 ( , ) ( , ) 0t y y t x y x x− + ≥ , 

2( , ) ( , )( , ) 0x y x x y y− ≤ , 2( , ) ( , )( , )x y x x y y≤ , 
( , ) ( , ) ( , )x y x x y y≤ ⋅ .   
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11..11..33..  ССввооййссттвваа  рраассссттоояянниияя..    
1) Всегда ρ(x,y)≥0, причем 
( ), 0x y x yρ = ⇔ =  (положительная опреде-

ленность),  
2) ρ(x,y)=ρ(y,x) (симметричность),  
3) ρ(x,y)≤ρ(x,z)+ρ(z,y) (неравенство треуголь-
ника).  

11..22..  ММнноожжеессттвваа  ттооччеекк    
11..22..11..  ООккрреессттннооссттии    

Опр.1. Множество точек 
{ }0 0( , ) : ( , )K M r M M M rρ= ≤ , 0r > , называ-

ется замкнутым шаром радиуса r  с центром 
0M .  

Опр.2. Множество точек 
{ }0 0( , ) : ( , )K M r M M M rρ= <  называется 

mailto:boombook@yandex.ru


6        MA k1s2m3-n01-Точки и множества в пространстве  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

открытым шаром радиуса 0r >  с центром 
0M .  

Опр.3. Открытый шар радиуса 0ε >  с цен-
тром в точке 0M  будем называть шаровой ε –
окрестностью точки 0M , 

{ }0 0( ) : ( , )M M M Mε ρ εΩ = < .  

Опр.4. Множество точек { }0: ( , )M M M rρ =  
называется сферой радиуса 0r >  с центром 

0M .  
Пусть точка 0M  имеет координаты 

( ) ( )( )0 0
1 ,..., mx x , и 0, 1, 2,...,kd k m> = .  

Опр.5. Множество точек 
( ){ }0: , 1k k kM x x d k m− < ≤ ≤  называется от-

крытым параллелепипедом с центром 0M .  
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11..22..22..  ВВннууттррееннннииее  ии  ггррааннииччнныыее  ттооччккии    
Опр.6. Точка M  называется внутренней точ-
кой множества G , если ( )M Gε∃Ω ⊂ , 0ε > .  
Опр.7. Точка M  называется граничной точ-
кой множества G , если в любой ε –
окрестности точки M  содержатся точки как 
принадлежащие G , так и не принадлежащие 
G , то есть 0ε∀ >   

1 1( ) :M M M Gε∃ ∈Ω ∈ ,  

2 2( ) :M M M Gε∃ ∈Ω ∉ .  
Замечание 1. внутренняя точка множества 
всегда принадлежит этому множеству,  
Замечание 2. граничная точка множества мо-
жет принадлежать, а может не принадлежать 
множеству.  
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11..22..33..  ООттккррыыттыыее  ии  ззааммккннууттыыее  ммнноожжеессттвваа    
Опр.1. Множество G  называется откры-
тым, если все его точки – внутренние.  
Опр.2. Множество G  называется замкну-
тым, если оно содержит все свои граничные 
точки.  
Опр.3. Множество всех граничных точек 
множества G  называется границей множест-
ва G .  
Опр.4. Множество всех внутренних точек 
множества G  называется внутренностью 
множества G .  
Примеры.  
1) сфера { }0 0( ) : ( , )rS M M M M rρ= =  в 3R  
является границей замкнутого шара 

{ }0 0( ) : ( , )rK M M M M rρ= ≤ .  
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2) та же сфера { }0 0( ) : ( , )rS M M M M rρ= =  в 
3R  является границей открытого шара 

{ }0 0( ) : ( , )r M M M M rρΩ = < .  

3) сфера { }0 0( ) : ( , )rS M M M M rρ= =  в 3R  
является границей самой себя.  
4) сфера { }0 0( ) : ( , )rS M M M M rρ= =  в 3R  
есть замкнутое множество.  
5) Шар { }0 0( , ) : ( , )K M r M M M rρ= ≤  в 3R  
есть замкнутое множество.  
5) Шар { }0 0( , ) : ( , )K M r M M M rρ= <  в 3R  
есть открытое множество.  
Опр.5. Точка M  называется изолированной 
точкой множества G , если ( )Mε∃Ω , в кото-
рой нет других точек множества G , кроме 
самой точки M .  

mailto:boombook@yandex.ru


10        MA k1s2m3-n01-Точки и множества в пространстве  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

11..22..44..  ППррееддееллььнныыее  ттооччккии    
Определение 6а. Точка M  называется пре-
дельной точкой множества G , если в любой 
ε – окрестности точки M  содержится по 
крайней мере одна точка множества G , от-
личная от точки M .  
Определение 6б. Точка M  называется пре-
дельной точкой множества G , если 

, ,k k kM M M G M M∃ → ∈ ≠ .  
Замечание 3. Любая внутренняя точка множе-
ства является его предельной точкой.  
Замечание 4. Граничная точка может быть 
или предельной точкой множества, или изо-
лированной.  
Замечание 5. Изолированная точка множества 
не может быть предельной точкой этого мно-
жества.  
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Замечание 6. Изолированная точка множества 
не может быть внутренней точкой этого мно-
жества.  
 Точка M  называется граничной точкой 
множества G , если и только если 0ε∀ >  
верно  
a) 1 1( ) :M M M Gε∃ ⊂ Ω ∈ ,  
b) 2 2( ) :M M M Gε∃ ⊂ Ω ∉ .  
Точка M  называется изолированной точкой 
множества G , если и только если M G∈  и 
одновременно 0 :ε∃ >  

( ){ }: 0 ,N N M Gρ ε< < ∉ .  
Точка M  не является изолированной точкой 
множества G , если и только если M G∉  или 
M G∈ , но 0ε∀ >  ( ): 0 ,N G N Mρ ε∃ ∈ < < .  
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В обоих случаях в любой окрестности точки 
M  найдется по крайней мере одна точка 
множества G , отличная от точки M .   

11..22..55..  ООггррааннииччеенннныыее  ммнноожжеессттвваа    
Определение 1а. Множество G  называется 
ограниченным, если все его точки содержат-
ся в некотором шаре.  
Определение 1б (равносильное). Множество 
G  называется ограниченным, если 

0 :R M G∃ > ∀ ∈  верно ( ),M O Rρ < .  
Определение 2а. Множество G  называется 
неограниченным, если для любого шара най-
дется точка множества G , находящаяся вне 
этого шара.  
Опр.2б (равносильное). Множество G  назы-
вается неограниченным, если 

( )0 : ,R M G M O Rρ∀ > ∃ ∈ ≥ .  

mailto:boombook@yandex.ru


13        MA k1s2m3-n01-Точки и множества в пространстве  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

11..22..66..  ННееппррееррыыввннааяя  ккррииввааяя    
Определение 1. 1) Множество 

( ){ }1 1,...,L M x x= : 1 1( )x tϕ= ,…, ( )m mx tϕ= , 
tα β≤ ≤ , причем функции 1( ),..., ( )mt tϕ ϕ  не-

прерывны на [ ],α β , называется непрерывной 
кривой. Точки A(ϕ1(α),…,ϕm(α)) и 
B(ϕ1(β),…,ϕm(β)), если они не совпадают, на-
зывают концами кривой. Говорят, что кривая 
L соединяет точки A и B.  
2) Если точки A(ϕ1(α),…,ϕm(α)) и 
B(ϕ1(β),…,ϕm(β)) совпадают, то кривая назы-
вается замкнутой.  
Определение 2. Множество ( )1{ ,..., ml M x x= : 

( )0
1 1 1x x tλ= + ,…, ( )0

m m mx x tλ= + , ( ),t∈ −∞ +∞ }, 
причем не все коэффициенты kλ  равны нулю, 
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называется прямой. Говорят, что эта прямая 
проходит через точку ( ) ( )( )0 0

0 1 ,..., mM x x . Вектор 

( )1,..., ml λ λ=


 называется направляющим век-
тором.  

11..22..77..  ССввяяззнныыее  ммнноожжеессттвваа    
Определение 1. Множество G  называется 
связным, если любые две его точки можно 
соединить непрерывной кривой, целиком 
принадлежащей этому множеству.  

11..22..88..  ООккрреессттннооссттии    
Определение 1. Любое открытое связное 
множество, содержащее точку M , будем на-
зывать окрестностью этой точки.  
Теорема 1. В любой окрестности точки M  
содержится некоторая ее ε – шаровая окрест-
ность.  
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11..22..99..  ВВыыппууккллыыее  ммнноожжеессттвваа    
Определение 1. Множество X  называется 
выпуклым: если [ ], , 0;1M N X t∀ ∈ ∀ ∈  верно  

( ) ( )1K t M t Nt X= − + ∈ ,  
где , ,M N K  векторы.  
На плоскости ( )1 1,M x y , ( )2 2,N x y , ( ),K x y , 

( ) 1 21x t x tx= − + , ( ) 1 21y t y ty= − + .  
Теорема 1. Пересечение двух выпуклых мно-
жеств есть выпуклое множество.  Само-
стоятельно.   
Теорема 2. Пересечение любого набора вы-
пуклых множеств есть выпуклое множество. 
 Самостоятельно.   
Определение 2а. Выпуклой оболочкой мно-
жества X  называется пересечение всех вы-
пуклых множеств :Y X Y⊂ .  
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Определение 2б. Выпуклой оболочкой мно-
жества X  называется множество Y , состоя-
щее из всех точек K  таких, что M X∃ ∈ , 

N X∃ ∈ , [ ]0;1t∃ ∈ : ( ) ( )1K t M t Nt X= − + ∈ . 

На плоскости ( )1 1,M x y , ( )2 2,N x y , ( ),K x y , 

( ) 1 21x t x tx= − + , ( ) 1 21y t y ty= − + .  

11..33..  ППооссллееддооввааттееллььннооссттьь  ттооччеекк  
вв  ппррооссттррааннссттввее..    
11..33..11..  ППоонняяттииее  ппооссллееддооввааттееллььннооссттии    

Определение 1а. Если каждому натуральному 
числу n поставлено в соответствие точка 

m
nM R∈ , то говорят, что в пространстве за-

дана последовательность точек 
{ } 1 2, ,...nM M M=   
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Определение 1б. Последовательность точек 
{ } 1 2, ,...nM M M=  есть векторная m –мерная 
функция, заданная на множестве натуральных 
чисел.  
Замечание.  Последовательность можно обо-
значать также nM , предполагая, что n  есть 
множество всех натуральных чисел.  

11..33..22..  ППррееддеелл  ппооссллееддооввааттееллььннооссттии    
Определение 2. Точка N  называется преде-
лом последовательности nM  при n→+∞, если 
lim ( , ) 0nn

M Nρ
→∞

= . Можно записать 

lim nn
N M

→∞
=  или nM N→  при n→+∞.  

Теорема 1а. Если nM N→  при n →+∞ , 

( )(1) ( ),..., m
n n nM x x= , ( )(1) ( ),..., mN y y= , 
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то для всех { }1,...,k m∈  верно ( ) ( )k k
nx y→  при 

n →+∞ .  
 Пусть ( ) ( )

{1;2;...; }
max k k

n nk m
R x y

∈
= − . Тогда  

1) ( , )n nM N mRρ ≤ , 2) ( , )n nR M Nρ≤ .   
Теорема 1б. Если для всех { }1,...,k m∈  верно 

( ) ( )k k
nx y→  при n →+∞ , то последователь-

ность ( )(1) ( ),..., m
n n nM x x=  сходится, nM N→  

при n →+∞ , к точке ( )(1) ( ),..., mN y y= , 

 Пусть ( ) ( )

{1;2;...; }
max k k

n nk m
R x y

∈
= − . Тогда  

1) ( , )n nM N mRρ ≤ , 2) ( , )n nR M Nρ≤ .   
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11..33..33..  ФФууннддааммееннттааллььнныыее  ппооссллееддооввааттееллььнноо--
ссттии    

Определение 3. Последовательность точек 
nM  называется фундаментальной, если 

0 :Nε∀ > ∃  ,n N k n∀ > ∀ >  верно 
( ),n kM Mρ ε< .  

Иногда пишут равносильную формулу,  
0 :Nε∀ > ∃  , 1n N p∀ > ∀ ≥  ( ),n n pM Mρ ε+ < .  

Теорема 2. Если последовательность 
( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  фундаментальная, то 

{ }1,...,k m∀ ∈  числовая последовательность 
( )k
nx  также фундаментальная.  

Теорема 3. Если { }1,...,k m∀ ∈  числовая по-

следовательность ( )k
nx  фундаментальная, то 
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последовательность ( )(1) ( ),..., m
n n nM x x=  фун-

даментальная.  Самостоятельно   
11..33..44..  ККррииттеерриийй  ККоошшии  ддлляя  ппооссллееддооввааттеелльь--
ннооссттии    

Теорема 4 (критерий Коши сходимости по-
следовательности). Для того, чтобы последо-
вательность точек ( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  сходи-
лась, необходимо и достаточно, чтобы она 
была фундаментальной.  
 1. Достаточность. Пусть последователь-
ность ( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  – фундаментальная. 

Тогда { }1,...,k m∀ ∈  последовательности ( )k
nx  

также фундаментальные. Отсюда в силу кри-
терия Коши для числовых последовательно-
стей следует, что эти последовательности 
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сходятся. Поэтому последовательность точек 
( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  сходится.   
 2. Необходимость. Пусть последователь-
ность ( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  сходится. Тогда 

{ }1,...,k m∀ ∈  последовательности ( )k
nx  также 

сходятся. Поэтому последовательность 
( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  сходится.   

11..44..  ТТееооррееммаа  ББооллььццаанноо  ––  ВВееййеерр--
шшттрраассссаа..    

Определение. Последовательность 
( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  называется ограниченной, 
если все ее члены содержатся в некотором 
шаре.  
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Отметим, что nM  ограничена, если и только 
если :R n∃ ∀  верно ( ),nM O Rρ ≤ .  
Теорема 5 (Больцано–Вейерштрасса). Из лю-
бой ограниченной последовательности nM  
можно выделить сходящуюся подпоследова-
тельность.  
 Пусть ( )(1) ( ),..., m

n n nM x x=  ограничена. Тогда 
:R n∃ ∀  верно 

( ) ( )( ) ( )( )2 21, ... m
n n nM O x x Rρ = + + ≤ .  

Отсюда следует, что ( )1
nx R≤ ,…, ( )m

nx R≤ ,  

то есть числовые последовательности ( )1
nx , … 

( )m
nx  ограничены. По теореме Больцано – Вей-

ерштрасса для числовых последовательно-
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стей, из последовательности ( )1
nx  можно вы-

делить сходящуюся подпоследовательность 
( )
1

1
1nx a→ . 

Выделим из ( )
1

1
nx  сходящуюся подпоследова-

тельность ( )
2

2
2nx a→ . Отметим, что при этом 

( )
2

1
1nx a→ , так как 2n  есть 

под последовательность 1n .  
Продолжая этот процесс, получим подпосле-
довательности ( )

k

k
n kx a→ . Поэтому последова-

тельность точек {
mnM } → A(a1, … , am).   
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