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  ППррееддеелл  ФФННПП    

 

1100..11..  ППррееддеелл  ФФННПП    
1100..11..11..  ППоонняяттииее    
Пусть X  непустое множество точек 

( )1,..., mM x x  в m –мерном евклидовом про-
странстве mR .  
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Определение 1. Если каждой точке M X  
поставлено в соответствие некоторое число 
f , то говорят, что на множестве X  опреде-

лена функция m  переменных ( )f M , или 

1
( ,..., )

m
f x x .  
Множество X  называется областью опреде-
ления функции.  
Функцию двух переменных обозначим 

( , )z f x y . Графиком функции 
( , )z f x y , ( , )x y X , называется множе-

ство точек ( , )z f x y , ( , )x y X , в трех-
мерном пространстве ( , , )x y z .  
Функцию трех переменных обозначаем 

( , , )u f x y z . Графиком функции 
( , , )u f x y z , ( , , )x y z D , называется 
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множество точек ( , , )u f x y z , 
( , , )x y z D , в четырехмерном пространстве 
( , , , )x y z u .  

1100..11..22..  ППррееддеелл    
Пусть функция ( )u f M  определена на 
множестве X , и 0M  – предельная точка X .  
Определение 1а (предела по Коши).  
Число b называется пределом функции ( )f M  
в точке 0M  (при 0M M ), если 

0 0 :ε δ∀ > ∃ >  ( )0: 0 ,M X M Mρ δ∀ ∈ < <  

верно ( )f M b   .  
Определение 1б (предела по Гейне).  
Число b называется пределом функции ( )f M  
в точке 0M  (при 0M M ), если 
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0n
M M  , nM X , 0nM M , соот-

ветствующая последовательность значений 
функции ( )nf M b .  
Обозначение: 

0

lim ( )
M M

f M b


 .  

Теорема. Определения 1 и 2 эквивалентны.  
 Доказательство абсолютно аналогично до-
казательству соответствующей теоремы для 
функции одной переменной.   
Пример 1. Пусть 

1 1
( , ) ( )sin sinu x y x y

x y
   при 

0 0x y≠ ≠ , ( ,0) 0u x  , (0, ) 0u y  .  

Докажем, что 
   , 0;0

lim ( , ) 0
x y

u x y


 .  

 1) Так как  
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(1) ( )1x o=  при ( ) ( ), 0;0x y → ,  

(2) ( )1y o=  при ( ) ( ), 0;0x y → ,  

(3) ( )1sin 1O
x
=  в ( )ˆ 0;0Ω ,  

(4) ( )1sin 1O
y
=  в ( )ˆ 0;0Ω ,  

(5) ( ) ( ) ( )1 1 1O O O⋅ = ,  

(6) ( ) ( ) ( )1 1 1o O o⋅ = ,  

то ( ) ( ), 1u x y o=  при ( ) ( ), 0;0x y → .   

 2) Пусть 0ε >  и 
2
εδ = . Тогда, если 

ρ(M(x,y),O(0,0))<δ=
2
ε , то x<

2
ε , y<

2
ε . 
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Поэтому ( ), 0
2 2

u x y x y ε ε
− ≤ + ≤ + . Это и 

означает, что 
   , 0,0

lim ( , ) 0
x y

u x y


 .   

1100..11..33..  ППррееддеелл  ппоо  ггллааддккоойй  ккррииввоойй    
Определение 1.  Пусть ( )x tϕ= , ( )y tψ= , 

( )0 0x tϕ= , ( )0 0y tψ= , ( ) 1t Cϕ ∈ , ( ) 1t Cψ ∈ , и 

    
0

lim ,
t t

u x t y t b


 . Тогда говорят, что в 

точке     0 0 0
,M x t y t  функция ( , )u x y  

имеет предел вдоль гладкой кривой 
( ) ( ){ },C x t y tϕ ψ= = = .  
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Теорема 1. Если 
   0 0, ,

lim ( , )
x y x y

u x y b


 , то 

C∀  (гладкой кривой) верно 
( ) ( )( )

0

lim ,
t t

u x t y t b
→

= .  

Замечание 1. Можно привести пример 

   , 0,0
lim ( , )

x y
u x y


 , но k∀  верно 

( )
0

lim ,
x

u x kx b
→

= .  

Пример 2. Пусть 
2 2

2
( , )

xy
u x y

x y



, 

2 2 0x y  , (0,0) 0u  .  
Рассмотрим прямую y kx  (проходящую 
через начало координат). Пусть 
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( , ) (0;0)M x y O  вдоль этой прямой. То-

гда 
,

0

lim ( , )
y kx
y

u x y



=
0

lim
→x

2

2 2 2

2kx
x k x+

= 2

2
1

k
k+

.  

Таким образом, по разным прямым, прохо-
дящим через начало координат, получим раз-
личные предельные значения функции. От-
сюда следует, что предел функции в точке 

(0,0)O  не существует.  

Пример 3а. Пусть 
2

4 2

2
( , )

x y
u x y

x y



, 

2 2 0x y  , (0,0) 0u  .  

Рассмотрим произвольную параболу 2y kx  
проходящую через координат). Пусть 
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( , ) (0;0)M x y O  вдоль этой параболы. 

Тогда 
2

0

lim ( , )
y kx
x

u x y



=
0

lim
→x

2 2

4 2 4

2x kx
x k x+

= 2

2
1

k
k+

.  

Таким образом, по разным линиям, проходя-
щим через начало координат, получим раз-
личные пределы функции. Отсюда следует, 
что предел функции в точке (0;0)O  не суще-
ствует.  

Пример 3б. Пусть 
2

4 2

2
( , )

x y
u x y

x y



, 

2 2 0x y  ,  (0,0) 0u  . Если y kx , то  
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0

lim ( , )
y kx
y

u x y



= 
0

lim
→x

2

4 2 2

2x kx
x k x+

 
0

lim
x→

= 2 2

2 0kx
x k

=
+

. 

Из этого не следует существование предела в 
точке (0,0) .  
Определение 1. Если ( )

0

lim 0
M M

f M
→

= , то 

( )f M  называется бесконечно малой в точке 

0M .  
Определение 2. Пусть α(M) и β(M) – беско-
нечно малые в точке 0M . Если 

0

( )lim 0
( )M M

M C
M

α
β→

= ≠ , то α и β называются бес-

конечно малыми одного порядка в точке 0M .  
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Определение 3. Если  
0

( )lim 1
( )M M

M
M

α
β→

= , то α и β 

называются эквивалентными бесконечно ма-
лыми при 0M M→ , α∼β.  

Определение 4. Если 
0

( )lim 0
( )M M

M
M

α
β→

= , то α  

называется бесконечно малой более высокого 
порядка, чем β, при 0M M→ . В этом случае 

( ) ( ( ))M o M  .  
Теорема 2. Если функции ( )f M  и ( )g M  оп-
ределены на множестве X , для которого точ-
ка 0M  является предельной точкой, 

0

lim ( )
M M

f M b


 , 
0

lim ( )
M M

g M c


 , то  

1)  
0

lim ( ) ( )
M M

f M g M b c


   ,  
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2)  
0

lim ( ) ( )
M M

f M g M bc


  ,  

3) если c ≠ 0,  то
0

( )
lim

( )M M

f M b
g M c

 .  

Доказательство аналогично доказательству 
теоремы для одной переменной.  
Определение 5а (предел в бесконечно уда-
ленной точке по Коши). Число b называется 
пределом функции при M    по Коши, 
lim ( )
M

f M b


 , если 

0 : : ( , )R M M O R       верно 

( )f M b   .  

Определение 5б (предел в бесконечно уда-
ленной точке по Гейне). Число b называется 
пределом функции при M    по Гейне, 
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lim ( )
M

f M b


 , если :
n n

M M   , 

nM X , соответствующая последователь-
ность значений функции ( )nf M b .  При-

мер 1. 
 

2 2

4 4,
lim 0

x y

x y

x y





.  

1100..22..  ППооввттооррнныыее  ппррееддееллыы..    
1100..22..11..  ППоонняяттииее    
Пусть функция ( ),f x y  определена в ( )0

ˆ MΩ  

∃
0

1

1lim ( , ) ( )
x x
y y

f x y y



 , и ∃
0

lim ( )
y y

y b


 . 

В таком случае говорят, что существует по-
вторный предел функции ( ),f x y  (сначала по 
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x, затем по y) в точке ( )0 0,x y , 

( )
0 0

1lim lim ,
y y x x

f x y b
→ →

= .  

Аналогично определяется другой повторный 
предел, ( )

0 0
2lim lim ,

x x y y
f x y b

→ →
= .  

Пример 1. Пусть 
2 2

2 2
( , )

x y
u x y

x y





, 

x2+y2≠0. Тогда 

0
lim
→x 0

lim
→y

u(x,y)=
0

lim
→x  0

0

lim
y
x const
x

→
=
≠

22

22

yx
yx

+
−  =

0
lim1 1
x

 ,  

0
lim
→y 0

lim
→x

u(x,y)=
0

lim
→y  0

0

lim
x
y const
y

→
=
≠

22

22

yx
yx

+
−  

=
0

lim( 1) 1
y

  .  
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Таким образом, в данном случае повторные 
пределы существуют и не равны друг другу.  
Докажем, что 

0
0

lim ( , )
x
y

u x y



 не существует.  

Пусть y kx . Тогда  

( )
0

lim ,
x
y kx

u x y
→
=

=
0

lim
→x

2 2 2

2 2 2

x k x
x k x
−
+

= 2

2

1
1

k
k

+
− .  

Подходя по разным прямым y kx  к началу 
координат, получаем разные значения преде-
ла, следовательно, 

   , 0,0
lim ( , )

x y
u x y


 не суще-

ствует.  
Пример 2. (предел в бесконечно удаленной 
точке).  
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Пусть 
2 2

2 2
( , )

x y
u x y

x y





, 2 2 0x y  . То-

гда 
2 2

2 2
lim
x
y

x y

x y





= 

cos
sin

x
y

 
 





∞→ρ

lim
2 2 2

2

(cos sin )  



 =cos2 , 

пределы получаются разные при стремлении 

к ∞ по разным лучам, поэтому 
2 2

2 2
lim
x
y

x y

x y





 

не существует.  
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Пример 3 (предел в бесконечно удаленной 

точке). Пусть 
3 3

4 4
( , )

x y
u x y

x y





, 

2 2 0x y  . Найдем lim
x
y



 ,u x y .  

А)  24 4 2 2 2 22x y x y x y    , 

   
222 2 2 2x y xy x y   

   
2

2
2 2 2 21 1

2 4
x y x y

        
,   

   2 2
4 4 2 2 2 21

2
x y x y x y     ,  
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 24 4 2 21
2

x y x y   ,  

Б)   3 3 2 2x y x y x xy y     ,  

 2 21
2

xy x y  ,    

2 22x y x y   ,   

 3 3 2 2 2 23
2

2
x y x y x y     ,  

 
3

3 3 2 2 23x y x y   ,  
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3 3

4 4
( , )

x y
u x y

x y





 

 
 

3
2 2 2

2
2 2

3

1
2

x y

x y





  

 
1

2 2 2

1
6

x y
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