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    ДДииффффееррееннццииррууееммыыее  ффууннккццииии    

1100..11..  ППееррввыыйй  ддииффффееррееннццииаалл    
1100..11..11..  ППоонняяттииее  ччаассттнноойй  ппррооииззввоодднноойй..    
Определение 1. Пусть функция ( , )f x y  опре-
делена на множестве ( ){ }0 0,D x x y y= ∈Ω = . 
Частным приращением функции ( , )f x y  по 
переменной x  в точке 0 0 0( , )M x y  называется 
функция 0 0 0 0( , ) ( , )x f f x x y f x y∆ = + ∆ − .  
Определение 2. Пусть функция ( , )f x y  опре-
делена на множестве ( ){ }0 0,D x x y y= ∈Ω = . 
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Частной производной функции ( , )f x y  по 
переменной x  в точке 0M  называется 

0 0 0 0

0

( , ) ( , )limx x

f x x y f x yf f
x x∆ →

+ ∆ −∂
= =

∂ ∆
 

0
lim x

x

f
x∆ →

∆
=

∆
.  

Аналогично определяется yf .  
Замечание 1. Достаточно потребовать, чтобы 

( , )f x y  была определена на множестве 
{ }0,D x X y y= ∈ = , причем 0x X∈  и 0x  есть 

предельная точка X .  
Замечание 2. Можно также усилить требова-
ния на ( , )f x y . Потребуем, чтобы ( , )f x y  бы-
ла определена на множестве ( )0D M= Ω .  

Пример 1. Если 3 3( , ) 3f x y x y xy= + − ,  
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то 23 3xf x y= − , 23 3yf y x= − .  

Пример 2. Если ( , ) yf x y x= , 0x > , то  
1) 1y

xf y x −= ⋅ , как производная степенной 
функции,  
2) lny

yf x x= , как производная показатель-
ной функции.  
1100..11..22..  ДДииффффееррееннццииррууееммыыее  ффууннккццииии      
Определение 3. Функция ( , )f x y , определен-
ная в некоторой ( )0MΩ , называется диффе-
ренцируемой в точке 0 ( , )M x y , если найдутся 
такие числа A , B , что полное приращение 
функции,  

( , ) ( , )f f x x y y f x y∆ = + ∆ + ∆ − ,  
может быть представлено в виде 

( )f A x B y o ρ∆ = ∆ + ∆ +   
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при 0ρ → , где 2 2( ) ( )x yρ = ∆ + ∆ .  
Замечание. Так как ( )(1)o oρ ρ⋅ = , то равно-
сильное определение таково: 

( ), : ,A B f A x B y x yρ α∃ ∆ = ∆ + ∆ + ⋅ ,  

где ( ) ( ), 1x y oα =  при 0ρ → .  
Теорема 1. Если ( , )f x y  дифференцируема в 
точке ( )0 0 0,M x y , то ( )0xf M∃ , ( )0yf M∃ , 

( )0xA f M= , ( )0yB f M= .  
 Самостоятельно.   
Контрольный вопрос. Является ли существо-
вание ( )0xf M  и ( )0yf M  необходимым усло-
вием дифференцируемости или достаточным 
условием дифференцируемости в точке 
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( )0 0 0,M x y  функции ( , )f x y , определенной в 

( )0MΩ ?  

1100..11..33..  ДДииффффееррееннццииаалл  ффууннккццииии  ддввуухх  ппееррееммеенн--
нныыхх    
Определение 4.  Дифференциалом дифферен-
цируемой функции ( , )f x y  называется ли-
нейная часть полного приращения функции, 

0 0( ) ( )x ydf f M x f M y= ∆ + ∆ ,  
или, учитывая, что для независимых пере-
менных dx x= ∆  и dy y= ∆ , 

0 0( ) ( )x ydf f M dx f M dy= + .  
Замечание 1. Для функции, не являющейся 
дифференцируемой в точке ( )0 0 0,M x y , вели-
чина 0 0( ) ( )x yf M dx f M dy+  не называется 
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дифференциалом (также и в том случае, когда 
существуют ( )0xf M  и ( )0yf M ).  
Замечание 2. Дифференциал есть функция 
удвоенного числа переменных,  

( , | , ) ( , ) ( , )x ydf dx dy x y f x y dx f x y dy= + .  

1100..11..44..  ДДррууггооее  ооппррееддееллееннииее  ддииффффееррееннццииррууее--
ммоойй  ффууннккццииии    
Определение 5. Функция ( )f M , 

( )1,..., mM x x= , называется дифференцируе-

мой в точке ( )(0) (0)
0 1 ,..., mM x x= , если 

1,..., mA A∃ :  

( )1 1 ... m mf A x A x o ρ∆ = ∆ + + ∆ + , где 

( ) ( )(0) (0) (0) (0)
1 1 1,..., ,...,m m mf f x x x x f x x∆ = + ∆ + ∆ − .  
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Определение 6 (равносильное). Функция 
( )f M  называется дифференцируемой в точ-

ке 0M , если 1,..., mA A∃ :  

1 1 ... m mf A x A x∆ = ∆ + + ∆  1 1 ... m mx xα α+ ∆ + + ∆ ,  
причем 0,...,01 →→ mαα  при 

0,...,01 →∆→∆ mxx .  
Замечание. Разница: ( ) 1 1 ... m mo x xρ α α= ∆ + + ∆ .  
Теорема 1. Оба определения дифференцируе-
мой функции равносильны.  
1. Пусть 1 1 2... m mf A x A x R∆ = ∆ + + ∆ + , где 

2 1 1 ... m mR x xα α= ∆ + + ∆ ,  
причем 0,...,01 →→ mαα  при 

0,...,01 →∆→∆ mxx .  
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Обозначим 22
1 ... mxx ∆++∆=ρ . Тогда 

1
2 1 ... m

m
xxR ρ α α

ρ ρ
    ∆ ∆

= ⋅ ⋅ + + ⋅    
    

.  

Заметим, что 
2 2
1 ...

i i

m

x x
x xρ

∆ ∆
=

∆ + + ∆
, 1 1x

ρ
∆

≤ .  

Поэтому ( ) ( )2 1 1 ... 1mR O Oρ α α= ⋅ ⋅ + + ⋅    

( ) ( ) ( ) ( )1 1 ... 1 1o O o Oρ= ⋅ ⋅ + + ⋅    

( ) ( )1 ... 1o oρ= ⋅ + +    ( ) ( )1o oρ ρ= ⋅ = .  

Поэтому ( )1 1 ... 1m mf A x A x oρ∆ = ∆ + + ∆ + ⋅    

2. Пусть ( )1 1 ... 1m mf A x A x oρ∆ = ∆ + + ∆ + ⋅ . 

Тогда ( ) ( )
2

2 1 1R o oρρ
ρ

= ⋅ = ⋅  
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( )
2 2
1

2 2
1

... 1
...

m

m

x x o
x x

∆ + + ∆
= ⋅

∆ + + ∆
 

( )1
1 2 2

1

1 ...
... m

xx o
x x

∆
= ∆ ⋅ ⋅ +

∆ + + ∆
 

( ) ( )1 1 1 ...x O o= ∆ ⋅ ⋅ +  ( )1 1 ...x o= ∆ ⋅ +  

( ) ( )1 1 ... m mM x M xα α= ⋅∆ + + ⋅∆ ,  
где 0,...,01 →→ mαα  при 

0,...,01 →∆→∆ mxx .  
Поэтому  

1 1 ... m mf A x A x∆ = ∆ + + ∆  1 1 ... m mx xα α+ ∆ + + ∆    

Пример 1. 2 2u x y= +  непрерывна, но не яв-
ляется дифференцируемой в точке ( )0;0 .  

1. ( )2 2 1x y Ax By oρ+ = + + ,  
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( )2 1x Ax x o= + , ( )1x Ax x o= + , 

( )1
x xxA o
x x x
= + , , 

( )
( )

1 1 ,
1 1 ,

A o
A o

= +
 = − +

 противоречие.   

2. ( ) 2 2,f x y x y= +  не имеет частных 

производных в точке ( )0;0 , так как 

( ) 2,0f x x x= = , ( ) 20,f y y y= = .   

Пример 2а. 3 33u x y= +  имеет частные про-
изводные, но не является дифференцируемой 
в точке ( )0 0;0M .  
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Замечание. При 0x y+ ≠  имеем 

( )

2

23 33
x

xu
x y

=
+

, 
0

0

,
lim xx x
y y

u
→

 →

∃ , 

( )0

0

2

2, 3 33

lim
x x
y y

x

x y
→

 →

∃
+

.  

a) ( ) ( ) ( )
0

0 ,0 0,0
0;0 limx x

u x u
u

x∆ →

+ ∆ −
=

∆
 

3 33 3 3 3

0

0 0 0lim
x

x
x∆ →

∆ + − +
=

∆
 

0
lim 1
x

x
x∆ →

∆
= =

∆
.  

Аналогично ( )0;0 1yu = ,  
b) Проверим справедливость равенства 
( ) ( )0 0( ) ( )x yf M f M x f M y o ρ= ∆ + ∆ + ,  
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( )3 3 2 23 x y x y o x y+ = + + +  

( )2 2 1x y x y o= + + + ,  

( )
3 33

2 2
1

x y x y
o

x y
+ − −

=
+

, y kx= , 

( )
3 3 3 3

2 2 2
1x k x x kx o

x k x
+ − −

=
+

, 

( )
3 3

2

1 1 1
1
k k o

k
+ − −

≠
+

.   

с) ( )
3 33

2 2
1

x y x y
o

x y
+ − −

=
+

, cosx ρ ϕ= , 

siny ρ ϕ= , 

mailto:boombook@yandex.ru


15        MA k1s2m3-n03-Дифференцируемые ФНМ  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

3 3 3 33

2 2 2 2

cos sin cos sin
cos sin

ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ

+ − −

+
 

( )1o= ,  

( )
3 33

2 2

cos sin cos sin 1
cos sin

oϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ − −
≠

+
.   

Пример 2б. 23u x y=  имеет частные произ-
водные, но не является дифференцируемой в 
точке ( )0 0;0M .  

Замечание. При 0xy ≠  имеем 
( )223

2

3
x

xyu
x y

= , 

0

0

,
lim xx x
y y

u
→

 →

∃ , 
( )0

0

2, 23

2lim
3

x x
y y

xy

x y
→

 →

∃ .  
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Пример 3. Найдите дифференциал функции 
3 3( , ) 3u x y x y xy= + − .  

 Функция дифференцируема как компози-
ция дифференцируемых функций, 

x ydu u dx u dy= + , 23 3xu x y= − , 23 3yu y x= − , 

( ) ( )2 23 3 3 3du x y dx y x dy= − + − .   
Пример 4. Найдите дифференциал функции 

3 3( , ) 3u x y x y xy= + −  в точке 0 (2;3)M = .  
 2 2(3 3 ) (3 3 )du x y dx y x dy= − + − ,  

2 2(3 2 3 3) (3 3 3 2)du dx dy= ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ,  
3 21du dx dy= + .   

Пример 5. Найдите дифференциал функции 
3 3( , ) 3u x y x y xy= + −  в точке 0 (1;1)M = .  

 2 2(3 3 ) (3 3 )du x y dx y x dy= − + − ,  
0 0 0du dx dy= + = .   
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Пример 6. Найдите дифференциал функции 
2

( , , ) y zu x y z x= .  

 x y zdu u dx u dy u dz= + + , 
22 1y z

xu y zx −= , 
2

ln 2y z
yu x x yz= ⋅ , 

2 2lny z
zu x x y= ⋅ , 

22 1y zdu y zx dx−=
2 222 ln lny z y zx yz xdy y x xdz+ + . 

  
Пример 7. Найдите дифференциал функции 

2 2( , ) yf x y
x y

=
−

.  Заметим, что 

2 2 2

2
( )

f yx
x x y
∂ −

=
∂ −

, 
2 2

2 2 2( )
f x y
y x y
∂ +

=
∂ −

,  

2 2

2 2 2 2 2

2
( ) ( )

xy x ydf dx dy
x y x y

+
= − +

− −
 при 

2 2 0x y− ≠ .   
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1100..11..55..  ННееппррееррыыввннооссттьь  ддииффффееррееннццииррууееммоойй  
ффууннккццииии    
Теорема 2  (о непрерывности дифференци-
руемой функции). Если ( ),f x y  дифференци-

руема в точке 0 0 0( , )M x y , то ( ),f x y  непре-
рывна в 0 0 0( , )M x y .  
 Достаточно доказать, что полное прираще-
ние 0f∆ →  при ∆x, ∆y→ 0. Имеем 

( )1 0x yf f x f y oρ∆ = ∆ + ∆ + → , поскольку A и 
B – числа, а ∆x, ∆y, ρ → 0 при ∆x, ∆y → 0.   
1100..11..66..  ДДооссттааттооччннооее  ууссллооввииее  ддииффффееррееннцции--
ррууееммооссттии    
Теорема 3  (достаточное условие дифферен-
цируемости). Если xf  и yf  определены в не-
которой окрестности точки 0 0 0( , )M x y , xf  и 
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yf  непрерывны в 0M , то ( ),f x y  дифферен-
цируема в 0M .  
 ( ) ( )0 0 0 0, ,f f x x y y f x y∆ = + ∆ + ∆ −  

( ) ( )0 0 0 0, ,f x x y y f x y y= + ∆ + ∆ − + ∆  

( ) ( )0 0 0 0, ,f x y y f x y+ + ∆ − .  
Используем формулу конечных приращений,  

( )0 0,xf f x x y y xθ∆ = + ∆ + ∆ ⋅∆  

( )0 0,yf x y y yλ+ + ∆ ⋅∆ , 0 1θ< < , 0 1λ< < .  
Используем непрерывность xf  и yf  в 0M ,  

( ) ( )( )0 0, 1xf f x y o x∆ = + ⋅∆  

( ) ( )( )0 0, 1yf x y o y+ + ⋅∆   

( ) ( )0 0, ,xf f x y x x y xα∆ = ⋅∆ + ⋅∆  

( ) ( )0 0, ,yf x y y x y yβ+ ⋅∆ + ⋅∆ .   
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Пример (существование частных производ-
ных в точке не влечет дифференцируемость 
функции в этой точке). Рассмотрим функцию 

2 2
2 2 , 0,

( , )
0, 0.

xy x y
x yf x y

x y

 + ≠ += 
 = =

 и точку 

0 (0,0)M . Заметим, что частные приращения 

x f , y f  равны нулю в точке 0 (0,0)M , на-
пример,  

2 2 2 2

( ) 0
0( )x

x x y xyf
x yx x y x y

+ ∆
= − =

= =+ ∆ + +
 .  

Поэтому 0xf = , 0yf =  в точке (0,0)M .  
Покажем теперь, что данная функция разрыв-
на в точке (0,0)M . Считая 0x y= ≠ , получим 

1( , )
2

f x x =  и при 
( , ) (0;0)

1lim ( , )
2x y

f x x
→

=  а если 
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бы функция была непрерывна, 
то

( , ) (0;0)
lim ( , ) (0,0) 0

x y
f x x f

→
= = .  

1100..11..77..  ППррааввииллаа  ддииффффееррееннцциирроовваанниияя    
Теорема 1. Пусть функции ( )U M  и ( )V M  
дифференцируемы в точке 0M . Тогда  
1)  ,)( cdUcUd =    constc = ,  
2)  dVUVdUUVd ⋅+⋅=)( ,  
3)  dVdUVUd ±=± )( ,  

4)  
2V

dVUVdU
V
Ud ⋅−⋅

=





  при 0≠V .  

1100..22..  ППррооииззввооддннааяя  ссллоожжнноойй  ффууннккццииии..    
1100..22..11..  MM--0033..  2222  ффеевврраалляя  22001133    
1100..22..22..  ППоонняяттииее  ссллоожжнноойй  ффууннккццииии..    

1( , )mu f x x=  ,  
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( )1 1 1,..., kx t tφ= , …, ( )1,...,m m kx t tφ= .  

Пример 1.  ( ), cosu r rϕ ϕ= , 2 2r x y= + , 

arctg y
x

ϕ = , 0x > , ,
2 2
π πϕ  ∈ − 

 
,  

( ) ( ) ( )( ), , , ,f x y u r x y x yϕ=  

2 2 cos arctg yx y
x

 = +  
 

 

2 2

2

1

1 tg arctg
x y

y
x

= +
+

 

2 2

2

1

1

x y x
y
x

= + =
 +  
 

.  
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Пример 2.  ( ) 2 2,u x y x y= + , ( ) 0 cosx t tV ϕ= , 

( )
2

0 sin
2
ty t tV gϕ= − ,  

( ) ( ) ( )( ),R t u x t y t= , 1dR dx dyx y
dt R dt dt

 = + 
 

, 

0 0cos cosB tV Vϕ ϕ= ⋅

( )
2

0 0sin sin
2
ttV g V gtϕ ϕ

 
+ − − 
 

  

2 2
0 costV ϕ=  

2 3
2 2 2 2

0 0 0sin sin sin
2 2
t ttV t gV g V gϕ ϕ ϕ+ − − +   

3
2 2 2

0 0
3 sin
2 2

ttV t gV gϕ= − +   

( )2 2 2
0 02 3 sin

2
t V tgV g tϕ= − + ,  
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( )2 2 2
0 03 sin 8D gV V gϕ= −  ( )2 2 2

0 9sin 8g V ϕ= − ,  
Точка экстремума имеется при условии 

8sin
9

ϕ > .  

1100..22..33..  ФФууннккццииии  ммааллоойй  ррааззммееррннооссттии    
Теорема 2a (о дифференцировании сложной 
функции типа 1 2 1→ → ). Пусть ( , )f x y  оп-
ределена в ( )0MΩ  и дифференцируема в 

точке ( )0 0 0,M x y . Пусть функции ( )x t  и ( )y t  

определены в ( )0tΩ и дифференцируемы в 

точке 0t , причем ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0, ,M x y x t y t= . 

Тогда сложная функция ( )( ) ( ), ( )U t f x t y t=  
дифференцируема в точке 0t , причем 

t x t y tU f x f y= + , ( )x t y tdU f x f y dt= + .  
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Замечание. Условие « ( , )f x y  определена в 
( )0MΩ » можно снять, так как оно заложено в 

определении дифференцируемой функции. В 
дальнейшем всегда считаем это условие вы-
полненным для каждой дифференцируемой 
функции.  
Теорема 2b (о дифференцировании сложной 
функции типа 2 2 1→ → ). Пусть ( , )f x y  
дифференцируема в точке ( )0 0 0,M x y , x  и y  
являются дифференцируемыми функциями 
переменных t  и s  в точке ( )0 0 0,T t s , 

( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0, , , ,M x y x t s y t s= . Тогда слож-

ная функция ( )( , ) ( , ), ( , )U t s f x t s y t s=  диффе-

ренцируема в точке ( )0 0 0,T t s , причем 

t x t y tU f x f y= + , s x s y sU f x f y= + , или  
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( ) ( )x t y t x s y sdU f x f y dt f x f y ds= + + + .  

1100..22..44..  ГГллааввннааяя  ттееооррееммаа  оо  ссллоожжнноойй  ффууннккццииии    
Пусть ( )1 1,..., ( , , )k mU t t f x x=  , где 

1 1 1( , , )kx t tφ=  ,..., 1( , , )m m kx t tφ=  .  
Теорема 3 (о дифференцировании сложной 
функции) Пусть  
1) функция 1( , )mu f x x=   дифференцируема 
в 0 0

0 1( , , )mM x x ,  
2) Функции ( ) ( )1 1 1 1,..., ,..., ,...,k m m kx t t x t tφ φ= =  

дифференцируемы в точке 0 0
0 1( , , )kP t t ,  

3) причем 0 0 0
1 1 1( , )kx t tφ=  ,…, 0 0 0

1( , )m m kx t tφ=  .  
Тогда функция ( )1 1,..., ( ,..., )k mU t t f x x=  диф-

ференцируема в точке 0 0
0 1( , , )kP t t , и  
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1 2

1 1 1 2 1 1

1 2

2 1 2 2 2 2

1 2

1 2

,

,

.

m

m

m

m

m

k k k m k

xx xU f f f
t x t x t x t

xx xU f f f
t x t x t x t

xx xU f f f
t x t x t x t

∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂



∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂









   

 Так как 1( , , )mf x x  дифференцируема в 
точке 0M , то  

1
1

m
m

U UU x x
x x

∂ ∂
∆ = ∆ + + ∆

∂ ∂
  

1 1 m mx xα α+ ⋅∆ + + ⋅∆ ,  
причем ( ) ( )1 , , 0mM Mα α →  при 

1 0, , 0mx x∆ → ∆ → .  
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Так как 0 0
1( , )j j kx t tφ=   дифференцируемы в 

точке 0P , то 

( )

( )

1 1
1 1 1

1

1
1

,

,

k
k

m m
m k m

k

x xx t t N
t t

x xx t t N
t t

ρ β

ρ β

∂ ∂ ∆ = ∆ + + ∆ + ⋅ ∂ ∂

 ∂ ∂∆ = ∆ + + ∆ + ⋅

∂ ∂







  

где 2 2
1 kt tρ = ∆ + + ∆  и ( ) 0j Nβ →  при 

0ρ → .  
Подставим выражения mxx ∆∆ ,,1  , получим  

( )1 1 k kU A t A t Nρ γ∆ = ∆ + + ∆ + ⋅ , где  
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1
1

1 1 1

m

m

xxU UA
x t x t

∂∂∂ ∂
= ⋅ + + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

 ,…, 

1

1

m
k

k m k

xxU UA
x t x t

∂∂∂ ∂
= ⋅ + + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

 ,  

( )Nγ = ( )( )1
1

1 U N
x

ρ β
ρ
∂

⋅ ⋅
∂

+ 

( ) ( )1 1
1 1 1

1

1
k

k

x xM t t N
t t

α ρ β
ρ

 ∂ ∂
+ ⋅ ∆ + + ∆ + ⋅ ∂ ∂ 

 +

…  ( )( )1
m

m

U N
x

ρ β
ρ
∂

+ ⋅ ⋅
∂

+ ( )1
m Mα

ρ
+  

( )1
1

m m
k m

k

x xt t N
t t

ρ β
 ∂ ∂
⋅ ∆ + + ∆ + ⋅ ∂ ∂ 

 ,  
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Поэтому ( ) 0γ ρ →  при 0ρ → . Таким обра-
зом, 1( , , )kU t t  дифференцируема в точке 0P  

и 
i

i t
UA
∂
∂

= , ki ,1=    

1100..22..55..  MM--0044..  2244  ффеевврраалляя  22001111    
1100..33..  ППррооииззввооддннааяя  ппоо  ннааппррааввллееннииюю,,  ггррааддииееннтт..    
1100..33..11..  ППррооииззввооддннааяя  ппоо  ннааппррааввллееннииюю  ннаа  ппллоосс--
ккооссттии    

Пусть ( ),x yl l l=


 – единичный вектор, 
2 2 1x yl l l= + =



.  

Пусть также функция ( , )f x y  определена в 
некоторой окрестности точки 0 0 0( , )M x y .  
Определение 1а. Производной функции 

( , )f x y  в точке 0 0 0( , )M x y  по направлению 
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вектора l


 называется 
0t

f dg
dtl =

∂
=

∂
 , где 

( ) ( )0 0,x yg t f x t l y t l= + ⋅ + ⋅ .  
Определение 2б (равносильное). Производной 
функции ( , )f x y  в точке 0 0 0( , )M x y  по на-

правлению вектора l


 называется 
0 0 0 0

0

( , ) ( , )
lim x y

t

f x t l y t l f x yf
tl →

+ ⋅ + ⋅ −∂
=

∂
 .  

Замечание. Требования на ( , )f x y  можно ос-
лабить.  
Теорема 1. Если функция ( , )f x y  дифферен-
цируема в точке 0 0 0( , )M x y , то 
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0 0( ) ( )x x y y
f f M l f M l
l
∂

= ⋅ + ⋅
∂
 , или 

cos cosx y
f f f
l

α β∂
= +

∂
 , где ( )cos ;cosl α β=



.  

1100..33..22..  ГГррааддииееннтт    
Определение 3. Градиентом дифференци-
руемой функции ( , )f x y  в точке 0 0 0( , )M x y  

называется вектор ( )grad ,x yf f f= .  

Замечание. Если ( , )f x y  в точке 0 0 0( , )M x y  
имеет частные производные, но не является 
дифференцируемой, то понятие градиента в 
данной точке не применяется.  
1100..33..33..  ППррооииззввооддннааяя  ппоо  ннааппррааввллееннииюю  ии  ггррааддии--
ееннтт    
Теорема 2. 1) Если функция ( , )f x y  диффе-
ренцируема в точке 0M , то 
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( )( )0grad ,f f M l
l
∂

=
∂



 , где в правой части на-

ходится скалярное произведение соответст-
вующих векторов, причем вектор направле-
ния – единичный.  
2) Производная по направлению достигает 
своего  наибольшего значения, равного 

( ) ( )22|| grad || x yf f f= + , при условии что 

gradl f


  (и векторы сонаправлены).  
3) Производная по направлению достигает 
своего наименьшего значения, равного 

( ) ( )22|| grad || x yf f f− = − + , при условии 

что gradl f↑↓


 (и векторы противонаправле-
ны). 4) Производная по направлению равна 
нулю при условии gradl f⊥



.  Теорема вы-
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текает из теоремы 2а, 
( ) ( )0 0,x yg t f x t l y t l= + ⋅ + ⋅ , 

( )( )0 0 0,t x x y x t
g f x t l y t l x t l= + ⋅ + ⋅ + ⋅  

( )( )0 0 0,y x y y t
f x t l y t l y t l+ + ⋅ + ⋅ + ⋅  при 0t = , 

0x x=  и 0y y= .   

1100..33..44..  ППррооииззввооддннааяя  ппоо  ннааппррааввллееннииюю  вв  ппрроо--
ссттррааннссттввее    
Определение 1. Если ( , , )f x y z  определена в 
некоторой ( )0MΩ  и дифференцируема в точ-
ке 0M , то градиентом называем вектор 

( )grad , ,x y zf f f f=  в точке 0M .  
Более подробно, Градиентом функции в точке 
М называется вектор  
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grad ( )U M =  

( ) ( ) ( )U U UM i M j M k
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

  

,  

grad ( ) , ,U U UU M
x y z

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

.  

Рассмотрим единичный вектор 
{ }γβα cos,cos,cos=a , где α, β, γ - углы обра-

зованные вектором a  с координатными ося-
ми декартовой системы координат. Пусть  

0 cosx x t α= + , 0 cosy y t β= + , 0 cosz z t γ= + .  
Пусть ( , , )f x y z  определена в некоторой 
( )0MΩ  и дифференцируема в точке 0M . 

Функция  
( ) 0 0 0( cos , cos , cos )U t f x t y t z tα β γ= + + +  
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 представляет собой сложную функцию пара-
метра t . По теореме о дифференцировании 
сложной функции,  

cos cos cosdU f f f
dt x y z

α β γ∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

.  

Производная по направлению равна  

( )grad ,U U a
a

∂
=

∂





 ϕcos|||)(| ⋅⋅= aMgradU ,  

где ϕ есть угол, образованный вектором гра-
диента и вектором a .  
1100..44..  ККаассааттееллььннааяя  ппллооссккооссттьь    
1100..44..11..  ППоонняяттииее    
Определение 1 (через угол между плоскостью 
и хордой). Пусть ( ),f x y  определена на мно-
жестве D  пространства 2R  и точка 

( )0 0 0,M x y  является внутренней точкой D . 
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Пусть { } ( ) ( ), , : , , ,G x y z z f x y x y D= = ∈ . 
Плоскость Φ , заданная уравнением  

0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z− + − + − = ,  
проходящая через точку ( )0 0 0 0, ,P x y z , назы-
вается касательной плоскостью к множеству 
G , если 

( )00 0 : : 0 ,P G P Pε δ ρ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ < <  верно 

0angle( , )P P εΦ <


.  
Определение 2 (через нормаль, равносиль-
ное). 0 0 : P Gε δ∀ > ∃ > ∀ ∈  0: 0 ( , )P Pρ δ< <  

верно 0

0

( , )N PP
N PP

ε<







, где ( , , )N A B C=


 – век-

тор нормали к Φ .  
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1100..44..22..  ТТееооррееммаа  оо  ккаассааттееллььнноойй  ппллооссккооссттии      
Теорема 1. Если касательная плоскость суще-
ствует, то она единственная.  
Теорема 2. Если функция ( ),f x y  дифферен-

цируема в точке ( )0 0 0,M x y , то в этой точке 
существует касательная плоскость к поверх-
ности ( ),z f x y= , которая задается уравне-
нием  

( ) ( ) ( )0 0 0xz f M x x f M− = −  

( ) ( )0 0yy y f M+ − .  

 Найдем 0

0

( , )N MM
N MM







.  

Запишем определение дифференцируемой 
функции (Тейлора-Пеано-1)  
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( ) ( )0 0, ,f x y f x y=  ( ) ( )0 0 0,xx x f x y+ −  

( ) ( )0 0 0,yy y f x y+ −  ( )Mρ α+ ⋅ ,  

( )x yz f x f y Mρ α∆ = ∆ + ∆ + ⋅ ,  

( )0 , ,r r x y z− = ∆ ∆ ∆
 

,   

0r r− =
 

 ( )( ), , x yx y f x f y M∆ ∆ ∆ + ∆ + ⋅ρ α ,   

( ) ( )( )0 0, , 1x yN f M f M= −


,  

( )0, x y x yN r r f x f y f x f y− = ∆ + ∆ − ∆ − ∆
  

 

( )Mρ α+ ⋅ ,  

( ) ( )0,N r r Mρ α− = ⋅
  

,  
2 2 1x yN f f= + +



,   
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0r r− =
 

 

( )( )22 2
x yx y f x f y Mρ α= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ⋅ ,  

2 2
0r r x y− ≥ ∆ + ∆

 

,  

( ) ( )0

2 2 2 2
0

,

1x y

N r r M
N r r f f x y

ρ α− ⋅
≤

⋅ − + + ⋅ ∆ + ∆

  

  
,  

( ) ( )
2 2 1x y

M
M

f f

α
β= =

+ +
.   

1100..44..33..  ККаассааттееллььннааяя  кк  ллииннииии    
1) Пусть ( )f x –дифференцируемая функция. 
Уравнение касательной к линии ( )y f x=  в 
точке 0 0 0( , )M x y , 0 0( )y f x= , имеет вид 

( ) ( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= + − .  
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2) Пусть ( , )F x y –дифференцируемая функ-
ция. Если 2 2 0x yF F+ > , то уравнение каса-
тельной к линии уровня ( , )F x y C=  в точке 

0 0 0( , )M x y  имеет вид 

( )( ) ( )0 0 0 0( ) 0x yF M x x F M y y− + − = .  

3) Уравнение касательной к линии ( )x x t= , 

( )y y t=  в точке 0 0 0( , )M x y  имеет вид 

( )0, 0N r r− =


  , где ( , )r x y=
 , 0 0 0( , )r x y=

 , 

( );t tN y x= −


.  
Равносильно: 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0t tx x y M y y x M− − − = , 
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( )
( )

00

0 0

t

t

y My y
x x x M
−

=
−

, ( )0 0tx x s x M− = ⋅ , 

( )0 0ty y s y M− = ⋅ .  

1100..44..44..  ККаассааттееллььннааяя  кк  ппооввееррххннооссттии    
1) Пусть ( ),f x y –дифференцируемая функ-
ция. Уравнение касательной плоскости к по-
верхности ( , )z f x y=  в точке 0 0 0 0( , , )M x y z , 
где 0 0 0( , )z f x y= , имеет вид 

( )0 0 0( )x yz z f x x f y y= + − + − .  

2) Пусть ( ), ,F x y z –дифференцируемая 
функция. Уравнение касательной плоскости к 
поверхности ( , , )F x y z C=  в точке 

0 0 0 0( , , )M x y z , где 0 0 0( , , )F x y z C= , имеет вид 
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( )0 0 0( ) ( ) 0x y zF x x F y y F z z− + − + − =  при ус-
ловии  

2 2 2 0x y zF F F+ + > . В частности, если поверх-
ность задана уравнением ( , )z f x y= , то урав-
нение касательной плоскости к поверхности в 
точке 0 0 0 0( , , )M x y z  является уравнением ка-
сательной к поверхности 
( ), , ( , ) 0F x y z z f x y= − = ,  

имеет вид ( )0 0 0( ) ( ) 0x yf x x f y y z z− + − − − = ,  

или ( )0 0 0( )x yz z f x x f y y= + − + − .  
3) Уравнение касательной плоскости к по-
верхности ( ),x x t s= , ( ),y y t s= , ( ),z z t s=  в 

точке ( )0 0 0 0, ,M x y z  имеет вид ( )0, 0N r r− =


  , 

где ( , , )r x y z=
 , 0 0 0 0( , , )r x y z=

 , [ ],t sN r r=


  , 
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( ), ,t t t tr x y z=
 , ( ), ,s s s sr x y z=

 , при условии 

[ ], 0t sr r ≠
  . Все функции предполагаются 

дифференцируемыми.  
Пример 1. Найдите уравнения касательной 
плоскости и нормали к поверхности z xy=  в 
точке 0 (2;3;6)M .  
 Заметим, что xz y= , yz x= , а в заданной 

точке 0M  имеем 
0

3x M
z = , 

0
2y M

z = .  

Поэтому уравнение касательной плоскости 
имеет вид  

6 3( 2) 2( 3)z x y− = − + − , 3 2 6z x y= + − .  
Уравнение нормали к касательной плоскости 

в данной точке имеет вид 2 3 6
3 2 1

x y z− − −
= =

−
,  

или 2 3x t= + , 3 2y t= + , 6z t= − .   
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Пример 2. Найдите уравнение касательной 
плоскости и нормали к поверхности 

3 3 3z x y xy= + −  в точке 0 (1; 1; 1)M − .  
 Заметим, что 23 3xz x y= − , 23 3yz y x= − ,  

в заданной точке 0 (1;1; 1)M −  
0

0x M
z = , 

0
0y M

z = .  

Поэтому уравнение касательной плоскости 
имеет вид 1 0z + = . Уравнение нормали к ка-
сательной плоскости в данной точке имеет 

вид 1 1 1
0 0 1

x y z− − +
= =

−
,  

или 1x = , 1y = , 1z t= − + .   
Пример 3. Найдите уравнения касательной 
плоскости и нормали к поверхности 

2 2 2 2z x y xy x y= + − − +  в точке 0 (1;1;1)M .  
 Заметим, что в произвольной точке  
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2 2 1xz x y= − − , 2 2 2yz x y= − + + ,  

в заданной точке 0 (1;1;1)M  
0

1x M
z = − , 

0
2y M

z = . Поэтому уравнение касательной 

плоскости имеет вид 1 ( 1) 2( 1)z x y− = − − + − ,  
или 2 0x y z− + = . Уравнение нормали к каса-
тельной плоскости в данной точке 

1 1 1
1 2 1

x y z− − −
= =

− −
.   

Пример 3а. Найдите уравнения касательной 
плоскости и нормали к поверхности 

3 3 3 4 1x y z xyz+ + = −  в точке 0 (1;1;1)M .  

 ( )3 3 3 4 1 0d x y z xyz+ + − + = , 
2 2(3 4 ) (3 4 )dx x yz dy y xz− + −  

2(3 4 ) 0dz z xy+ − = ,  
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2
0 0 0 0( )(3 4 )x x x y z− − +  

2
0 0 0 0( )(3 4 ) 0y y y x z+ − − = ,   

в указанной точке  
( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) 0x y z− − + − − + − − = ,   
( 1) ( 1) ( 1) 0x y z− + − + − = ,   

3x y z+ + = .   
Пример 4. Найдите производную функции  

2 2( , , ) 2f x y z y z xyz z= − +   
в точке 0 (3;1;1)M  в направлении луча , ко-
торый образует с координатными осями ост-
рые углы α, β, γ, причем α  = π/3, β  = π/4.  
 cos2α=cos2π/3=¼; cos2β=cos2π/4=½.  
Так как cos2α  + cos2β + cos2γ = 1, а угол γ 
острый, то  
cos2γ = 1 -  cos2α  - cos2β  = 1 – ¼ - ½ = ¼,  
cosγ = ½. 
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Вычисляем частные производные,  
fx = - 2yz,  
fy = 2yz - 2zx,  
fz = y2 – 2xy + 2z,  
fx (M) = - 2,  
fy (M) = - 4, 
fz (M) =  - 3. 

( ) 1 1 1( 2) ( 4) ( 3)
2 22

u M
l

∂
= − ⋅ + − ⋅ + − ⋅

∂
 ,  

( ) 5 4 2
2

u M
l

∂ +
= −

∂
 .  

1100..55..  ППррииббллиижжеенннныыее  ввыыччииссллеенниияя  сс  ппооммоощщььюю  
ппееррввооггоо  ддииффффееррееннццииааллаа    
Пусть функция ( , )f x y  дифференцируема в 
точке ( , )M x y . Запишем приращение функ-
ции в виде 1 2( , )f x x y y P R+ ∆ + ∆ = + , где  
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1( , | , )P x x y y x y+ ∆ + ∆  
f df= + ( , ) ( , ) ( , )x yf x y f x y x f x y y= + +  ,  

Оценкой первого порядка для 
( , )f x x y y+ ∆ + ∆  называется выражение 

1( , | , )P x x y y x y+ ∆ + ∆ .  
Иначе, 

( , ) ( , ) x yf x x y y f x y f x f y+ ∆ + ∆ ≈ + ∆ + ∆ .  
Впоследствии мы получим семейство формул 
Тейлора,  

1( , ) n nf x x y y P R ++ ∆ + ∆ = + , где  

0 ( , )P f x y=  в точке ( , )M x y ,  

1P f df= + ,  
2

2
1
2

P f df d f= + + ,  

2 3
3

1 1
2 6

P f df d f d f= + + + ,  
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2 31 1 1...
2 6 !

n
nP f df d f d f d f

n
= + + + + + ,  

1 ( , ) ( , ) ( , )x yP f x y f x y x f x y y= + +  ,  

2 ( , ) x yP f x y f x f y= + + +   

( )2 21 2
2 xx xy yyf x f x y f y+ + +    .  

Приближенная формула для ( , )f x x y y+ ∆ + ∆ :  
( , ) ( , | , )nf x x y y P x x y y x y+ ∆ + ∆ ≈ + ∆ + ∆ .  

Оценкой погрешности мы займемся позднее.  
Пример. Вычислите приближенно с помощью 
первого дифференциала значение 

1,991,04 ln1,02A = + .  

 Пусть ( , , ) lnyf x y z x z= + ,  
1x = , 2y = , 1z = ,  

0,04x = , 0,01y = − , 0,02z = ,  
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1,04x x+ = , 1,99y y+ = , 1,02z z+ = ,  
Найдем значение функции в центральной 
точке, 2( , , ) 1 ln1 1f x y z = + = ,  
Находим частные производные:  

1 2 1 1
2 12 ln

y

y

u y x
x x z

−∂ ⋅ ⋅
= = =

∂ +
,  

ln 0
2 ln

y

y

u x x
y x z
∂

= =
∂ +

,  

1
1
22 lny

u z
z x z
∂

= =
∂ +

,  

0,04 0,01 0,02u u udu
x y z
∂ ∂ ∂

= ⋅ − ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

 

11 0,04 0 0,01 0,02
2

= ⋅ − ⋅ + ⋅  

0,04 0,01 0,05= + = ,  
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1,991,04 ln1,02A = +  
(1, 2,1) 1 0,05 1,05u du≈ + = + = .  

Точное значение этого выражения: 
1,049275….  
1100..66..  ООдднноорроодднныыее  ффууннккццииии  ннеессккооллььккиихх  ппееррее--
ммеенннныыхх..  ФФооррммууллаа  ЭЭййллеерраа..    
Определение. Функция ( ),z f x y= , опреде-
ленная в некоторой открытой области, назы-
вается однородной степени α, если она удов-
летворяет равенству ( ) ( ), ,f tx ty t f x yα=  для 
всех 0t > .  
Степень однородности может быть любым 
действительным числом.  

Функция sin cosx xx y
y y

π π⋅ + ⋅  является одно-

родной степени π.  
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Любая однородная функция степени α пред-

ставима в виде ( ), yf x y x g
x

α  =  
 

, где g – 

произвольная функция.  
Например, функция  

( )
4 4

, ln
x y xf x y x
x y y
+

= ⋅ ⋅
−

 

4

2

1
ln

1

y
x yx y x
x

 +     = ⋅ ⋅ − 
 −

  

однородна степени 2.  
Пусть ( ),z f x y=  однородная функция сте-
пени α. Тогда дифференцируя определяющее 
равенство по t, получим  
f′x(tx0, ty0)⋅x0 + f′y(tx0, ty0)⋅y0 = αtα-1 f(x0, y0).  
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Полагая в этом равенстве 1t = , получим  
f′x(x0, y0)⋅x0 + f′y(x0, y0)⋅y0 = α f(x0, y0).  
Таким образом, дифференцируемая однород-
ная функция удовлетворяет соотношению 
однородности Эйлера:  
f′x(x0, y0)⋅x0 + f′y(x0, y0)⋅y0 = α f(x0, y0).  
Верно и обратное утверждение.  
Пусть функция f(x, y) удовлетворяет формуле 
Эйлера.  
Рассмотрим функцию от t (t>0), 

0 0( , )( ) f tx tyt
tα

ϕ = .  

Она определена и непрерывна при всех зна-
чениях t>0.  
Вычислим ее производную по переменной t,  
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0 0 0 0 0 0
2

( , ) ( , )
( ) x yf tx ty x f tx ty y t
t

t

α

αϕ
′ ′ + ′ =  

1
0 0

2

( , ) 0f tx ty t
t

α

α

α −

− = ,  

поскольку на основании формулы Эйлера, 
примененной к точке (tx0, ty0), числитель по-
следней дроби равен нулю. Значит, функция 
ϕ(t) = c = const. Для определения числа c по-
ложим t = 1: 

c = f(x0, y0), значит, 0 0
0 0

( , )( , ) f tx tyf x y
tα

=  или 

f(tx0, ty0) = tα f(x0, y0), т.е. функция f(x, y) одно-
родна степени α.  
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