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1100..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа    

1100..11..  ЧЧаассттнныыее  ппррооииззввоодднныыее  
ввыыссшшиихх  ппоорряяддккоовв..  
1100..11..11..  ППоонняяттииее  ччаассттнныыхх  ппррооииззввоодднныыхх    
Определение 1. Пусть функция ( , )f x y  опре-
делена на множестве ( ){ }1 0 0,D x x y y= ∈Ω =  
и имеет производную ( , )xf x y  на множестве 
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1D . Если функция ( , )xf x y  в точке ( )0 0 0,M x y  
имеет частную производную по переменной 
x , то эта частная производная называется ча-
стной производной второго порядка и обо-
значается ( )0xxf M .  
Определение 2. Пусть функция ( , )f x y  опре-
делена на множестве 2G , которое является 
окрестностью каждой точки множества 

[ ]{ }2 0 0 1 0 2, ,D x x y y yδ δ= = ∈ − + , 1 0δ > , 

2 0δ > , и имеет производную ( , )xf x y  на 
множестве 2D . Если функция ( , )xf x y  в точке 

( )0 0 0,M x y  имеет частную производную по 
переменной y , то эта частная производная 
называется смешанной частной производной 
второго порядка и обозначается ( )0xyf M .  
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Определение 3. Пусть функция ( , )f x y  опре-
делена на множестве ( ){ }3 0 0,D x x y y= = ∈Ω  
и имеет частную производную ( , )yf x y  на 
множестве 3D . Если функция ( , )yf x y  в точке 

( )0 0 0,M x y  имеет частную производную по 
переменной y , то эта частная производная 
называется частной производной второго по-
рядка и обозначается ( )0yyf M .  
Замечание 1. Производная функции ( , )xf x y  
по переменной y  обозначается ( , )xyf x y  или 

2 f f
y x y x
∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

.  

Замечание 2. Аналогично определяются про-
изводные третьего и других порядков.  
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Определение 2. Производные xyf , yxf , xyxf , 

xyzf  и т.д. называются смешанными.  
Замечание 3. В дальнейшем мы будем пред-
полагать, что функция ( , )f x y  определена на 
множестве ( )0D M= Ω , ( )0 0 0,M x y .  
Теорема 1. Если функция ( , )f x y  и ее част-
ные производные , , ,x y xy yxf f f f  определены в 
некоторой окрестности точки M , причем xyf  
и yxf  непрерывны в точке M , то 

2 2

( ) ( )f fM M
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

, т.е. результат повтор-

ного дифференцирования не зависит от по-
рядка дифференцирования.  
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Теорема 2. Пусть функция ( , )f x y  дважды 
дифференцируема в некоторой точке 

0 0 0( , )M x y . Тогда f f
y x x y

 ∂ ∂ ∂ ∂  =   ∂ ∂ ∂ ∂   
 в 0M .  

 Пусть 0 0 0 0( , ) ( , )f x h y h f x h yΦ = + + − +  

0 0 0 0( , ) ( , )f x y h f x y− + + ,  

0 0( ) ( , ) ( , )x f x y h f x yφ = + − ,  

0 0( ) ( )x h xφ φ φΦ = ∆ = + −  0( )x x h hφ θ′= + ⋅  

0 0 0 0[ ( , ) ( , )]x xf x h y h f x h y hθ θ′ ′= + + − + ⋅ , где 
0<θ<1.  

( ) ( ) 2
0 0,x y

f x h y h hθ µ Φ = + + ⋅    

( ) ( ) ( ) 2
0 0, 1x y

f x y o h Φ = + ⋅  ,  
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( ) ( ) ( ) 2
0 0, 1y x

f x y o h Φ = + ⋅  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, 1 , 1x yy x
f x y o f x y o+ = +    

1100..22..  ДДииффффееррееннццииаалл  ввттооррооггоо  ппоо--
рряяддккаа    
1100..22..11..  ННааппооммнниимм  ппррааввииллаа  ддииффффееррееннцциирроо--
вваанниияя    
Пусть функции ( )f M  и ( )g M  определены 

на множестве ( )0D M= Ω  и дифференцируе-

мы в точке ( )0 0 0,M x y . Тогда следующие 
функции также дифференцируемы в указан-
ной точке,  

( )d f g df dg± = ± , 
( )d fg f dg g df= ⋅ + ⋅ ,  
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2

f g df f dgd
g g

⋅ − ⋅
=  при ( ) 0g M ≠ .  

При очевидных предположениях верны также 
формулы  

1( ) lng g gd f g f df f f dg−= ⋅ + ⋅ ⋅ ,  
( )d fgh fg dh fh dg gh df= ⋅ + ⋅ + ⋅ .  

1100..22..22..  ДДввее  ппееррееммеенннныыее,,  ооббщщиийй  ссллууччаайй    
Определение 1. Если первый дифференциал 

 , | ,df x y dx dy  функции ( , )f x y  является 
дифференцируемой функцией в данной точке 
M , то функция ( , )f x y  называется дважды 
дифференцируемой в точке M . В этом слу-
чае вторым дифференциалом называется 
дифференциал от первого дифференциала. 
Найдем значение второго дифференциала 
функции двух переменных,  
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( )2 ( ) x yd f d df d f dx f dy= = + ,  

( )x xx xyd f f dx f dy= + , ( )y yx yyd f f dx f dy= + ,  
2( )d dx d x= , 2dx dx dx⋅ = ,  

2
xx xy yx yyd f f dxdx f dxdy f dydx f dydy= + + +  

( ) ( )x yf d dx f d dy+ + ,  
2 2 22xx xy yyd f f dx f dxdy f dy= + +  

2 2
x yf d x f d y+ + .  

В дальнейшем предполагаем все функции оп-
ределены на множестве ( )0D M= Ω , 

( )0 0 0,M x y , и дифференцируемыми нужное 
число раз.  
1100..22..33..  ДДввее  ннееззааввииссииммыыее  ппееррееммеенннныыее    
Для независимых переменных x  и y  по оп-
ределению 2 0d x = , 2 0d y = , поэтому  
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2 2 22xx xy yyd f f dx f dxdy f dy= + + .  

Пример 1.  ( ), arctan yf x y
x

= .  

 2 2 2 2

1

1
x

y yf
x x yy

x

− −
= ⋅ =

+ +  
 

, 

2 2 2

1 1

1
y

xf
x x yy

x

= ⋅ =
+ +  

 

, 
( )22 2

2
xx

xyf
x y

=
+

, 

( ) ( )
2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2
yx

x y y y xf
x y x y

− − + −
= =

+ +
, 

( )
2 2

22 2xy
y xf

x y

−
=

+
, 

( )22 2

2
yy

xyf
x y

−
=

+
.   
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1100..22..44..  ООппееррааттоорр  ддииффффееррееннцциирроовваанниияя  ппеерр--
ввооггоо  ппоорряяддккаа    

d dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

,  

f fdf dx dy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

, df dx dy f
x y

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

,   

1100..22..55..  ООппееррааттоорр  ддииффффееррееннцциирроовваанниияя  ввттоо--
ррооггоо  ппоорряяддккаа    

2
2d dx dy

x y
 ∂ ∂

= + ∂ ∂ 
,  

2 2 2
2 2 2

2 22d dx dxdy dy
x x y y
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

,  

2
2d f dx dy f

x y
 ∂ ∂

= + ∂ ∂ 
,   
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2 2 2
2 2 2

2 22d f dx dxdy dy f
x x y y

 ∂ ∂ ∂
= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

,  

2 2 2
2 2 2

2 22f f fd f dx dxdy dy
x x y y

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂ ∂

,  

1100..22..66..  ВВееккттооррнноо--ммааттррииччнныыее  ооббооззннааччеенниияя  
ддииффффееррееннццииааллаа  ппееррввооггоо  ппоорряяддккаа    

Рассмотрим сначала ( ),f x y . Пусть 
x

X
y

 
=  
 

 

– вектор–столбец, 
dx

dX
dy
 

=  
 

. Пусть 

x
X

y

f
f

f
 

=  
 

. Тогда выражение для первого 

дифференциала  
x ydf f dx f dy= +  можно записать в виде  
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( ) T
x y X

dx
df f f f dX

dy
 

= = 
 

.  

1100..22..77..  ВВееккттооррнноо--ммааттррииччнныыее  ооббооззннааччеенниияя  
ддииффффееррееннццииааллаа  ввттооррооггоо  ппоорряяддккаа  ффууннккццииии  
ооббщщееггоо  ввииддаа    
По определению, ( ) ( )2 T

Xd f d df d f dX= =  

( ) ( )T T
X Xd f dX f d dX= +  

( ) ( )x y x y

dx dx
d f f f f d

dy dy
   

= +   
   

 

( ) ( )( ) ( )
2

2x y x y

dx d x
d f d f f f

dy d y
  

= +   
   

  

( ) ( )
2

2
xx xy

x y
yx yy

f f dx d x
dx dy f f

f f dy d y
    

= +    
    

,  

2 2
T

T T
XXX

d f dX f dX f d X= + .  
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1100..22..88..  ВВееккттооррнноо--ммааттррииччнныыее  ооббооззннааччеенниияя  
ддииффффееррееннццииааллаа  ввттооррооггоо  ппоорряяддккаа  ффууннккццииии  
ддввуухх  ннееззааввииссииммыыхх  ппееррееммеенннныыхх    

2
T

T
XX

d f dX f dX= .  

1100..22..99..  ВВттоорроойй  ддииффффееррееннццииаалл  ффууннккццииии  
ттрреехх  ппееррееммеенннныыхх    

( )2
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f dx
d f dx dy dz f f f dy

f f f dz

  
  =   

    

 

( )
2

2

2
x y z

d x
f f f d y

d z

 
 

+  
 
 

,  

для независимых переменных… 
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1100..22..1100..  ТТррееттиийй  ддииффффееррееннццииаалл    
3 3 23xxx xxyd f f dx f dx dy= +  2 33 xyy yyyf dxdy f dy+ + ,  

1100..22..1111..  ДДииффффееррееннццииаалл  nn--ггоо  ппоорряяддккаа  

 ( , )
n

nd f dx dy f x y
x y

 ∂ ∂
= + ∂ ∂ 

, где  

0

n k n kn
k k n k
n k n k

k
dx dy C dx dy

x y x y

−
−

−
=

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ = ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ .  

1100..33..  ППееррввыыйй  ддииффффееррееннццииаалл  
ссллоожжнноойй  ффууннккццииии    
1100..33..11..  ФФууннккцциияя  ддввуухх  ппееррееммеенннныыхх      
Пусть функции ( ),x t s  и ( ),y t s  дифференци-

руемы в точке ( )0 0 0,P t s , ( )0 ,x x t s= , 

( )0 ,y y t s= , функция ( ),f x y  дифференци-

mailto:boombook@yandex.ru


18        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

руема в точке ( )0 0 0,M x y , и 

( ) ( ), ( , ), ( , )u t s f x t s y t s= . Тогда функция 

( ),u t s  дифференцируема в точке ( )0 0 0,P t s  и  

( ) ( )x t y t x s y sdu f x f y dt f x f y ds= + + + ,  

( ) ( )x t s y t sdu f x dt x ds f y dt y ds= + + + ,  

x ydu f dx f dy= + ,  

t x t y tu f x f y= + , s x s y su f x f y= + ,  

t sdu u dt u ds= + .  

1100..33..22..  ВВееккттооррнноо--ммааттррииччнныыее  ооббооззннааччеенниияя    

( )x y

dx
df f f

dy
 

=  
 

, 

( ) t s
x y

t s

x x dt
df f f

y y ds
  

=   
  

,  
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1100..33..33..  ФФууннккцциияя  ддввуухх  ппееррееммеенннныыхх  оодднноойй  ппее--
ррееммеенннноойй    
Пусть ( )( ) ( ), ( )u t f x t y t= . Тогда  

x ydu f dx f dy= + ,     ( ) ( )x t y tdu f x dt f y dt= + ,  
( )x t y tdu f x f y dt= + , t x t y tu f x f y= + , tdu u dt= .  

1100..44..  ВВттоорроойй  ддииффффееррееннццииаалл  
ссллоожжнноойй  ффууннккццииии  
1100..44..11..  ФФууннккцциияя  ддввуухх  ппееррееммеенннныыхх  вв  ааббсстт--
ррааккттнноойй  ффооррммее    
 ( , )u f x y= ,  2 ( )d u d du= ,  
 2 ( )x yd u d f dx f dy= + ,  

 2 2 2( ) ( )x x y yd u d f dx f d x d f dy f d y= + + + ,  

 2 ( ) ( )xx xy yx yyd u f dx f dy dx f dx f dy dy= + + +   
2 2

x yf d x f d y+ + ,  
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 2 2 22xx xy yyd u f dx f dxdy f dy= + +   
2 2

x yf d x f d y+ + ,  

 ( )2 xx xy

yx yy

f f dx
d f dx dy

f f dy
  

=   
  

 

( )
2

2x y
d x

f f
d y
 

+  
 

,  

1100..55..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа  ппееррввооггоо  
ппоорряяддккаа    
1100..55..11..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа––ППееаанноо  ппееррввооггоо  ппоо--
рряяддккаа    
Пусть функция ( , )f x y  дифференцируема в 
точке ( )0 0 0,M x y . Тогда в некоторой окрест-
ности точки 0M   
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0 0 0 0( , ) ( , )f x dx y dy f x y+ + =  

0 0( , | , )df x y dx dy+  2 0 0( , | , )R x y dx dy+ ,  
причем верна формула Тейлора–Пеано, 

2 0 0( , | , ) ( )R x y dx dy o ρ= .  

1100..55..22..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа––ЛЛааггррааннжжаа  ппееррввооггоо  
ппоорряяддккаа    
Пусть функция ( , )f x y  дважды дифференци-
руема в некоторой выпуклой окрестности 
( )0MΩ  точки ( )0 0 0,M x y . Тогда в этой окре-

стности точки 0M  верна формула Тейлора–
Лагранжа,  

( ) ( )0 1 1, :M M N x y∀ ∈Ω ∃  

2
2 0 0 1 1

1( , | , ) ( , | , )
2!

R x y dx dy d f x y dx dy= ,  
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причем ( )1 1,N x y  лежит на отрезке, соеди-

няющем точки ( )0 0 0,M x y  и ( ),M x y .  

1100..66..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа  ввттооррооггоо  
ппоорряяддккаа    
1100..66..11..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа--ППееаанноо--22    
Пусть функция ( , )f x y  дважды дифференци-
руема в точке ( )0 0 0,M x y . Тогда в некоторой 
окрестности точки 0M   

0 0 0 0( , ) ( , )f x dx y dy f x y+ + =  

0 0( , | , )df x y dx dy+ +  
2

0 0 3 0 0
1 ( , | , ) ( , | , )
2

d f x y dx dy R x y dx dy+ + ,   

Пеано: 2
3 0 0( , | , ) ( )R x y dx dy o ρ= .  
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1100..66..22..  ФФооррммууллаа  ТТееййллоорраа--ЛЛааггррааннжжаа--22    
Пусть функция ( , )f x y  трижды дифференци-
руема в некоторой выпуклой окрестности 
( )0MΩ  точки ( )0 0 0,M x y . Тогда в этой окре-

стности точки 0M  верна формула Тейлора–
Лагранжа, ( ) ( )0 1 1, :M M N x y∀ ∈Ω ∃  

( ) ( )1 1 0, ,N x y M M∈  (отрезку без концов) и  

3
3 0 0 1 1

1( , | , ) ( , | , )
3!

R x y dx dy d f x y dx dy= .  

1100..66..33..  ММааттррииццаа  ГГеессссее    

( )2 xx xy

yx yy

f f dx
d f dx dy

f f dy
  

=   
  

,  

( )2 dx
d f dx dy H

dy
 

=  
 

,  
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xx xy

yx yy

f f
H

f f
 

=  
 

, 
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f
H f f f

f f f

 
 

=  
 
 

, …  

1100..66..44..  ППррииммеерр    
( , ) (3 )f x y xy x y= − − ,  

23 2xf y xy y= − − ,  
23 2yf x xy x= − − ,  

2xxf y= − , 3 2 2xyf x y= − − ,  
2yyf x= − , 3 2 2yxf y x= − − ,  

2 3 2 2
3 2 2 2

y x y
H

x y x
− − − 

=  − − − 
,  

2 1
(1;1)

1 2
H

− − 
=  − − 

,  
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1100..66..55..  ГГллааввнныыее  ууггллооввыыее  ммииннооррыы    

 
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f
H f f f

f f f

 
 

=  
 
 

,  

1 xxA f= , 2
xx xy

yx yy

f f
A

f f
= , 3

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f
A f f f

f f f
= ,  

2 1
(1;1)

1 2
H

− − 
=  − − 

, 1 2A = − , 2 3A = .  

1100..66..66..  ППррииммеерр    
( , , ) (4 )f x y z xyz x y z= − − − ,  

(4 )xf yz x y z xyz= − − − − ,  
(4 )yf xz x y z xyz= − − − − ,  
(4 )zf xy x y z xyz= − − − − ,  
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2xxf yz= − , 2yyf xz= − , 2zzf xy= −  
(4 )xyf z x y z yz xz= − − − − − ,  
(4 )xzf y x y z yz xy= − − − − − ,  
(4 )yzf x x y z xy xz= − − − − − ,  

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f
H f f f

f f f

 
 

=  
 
 

, 

2 1 1
(1;1;1) 1 2 1

1 1 2
H

− − − 
 = − − − 
 − − − 

,  

1 2A = − , 2 3A = , 3 4A = − .  
 
1100..66..77..  HH--22001133--0011--0044  
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1100..77..  ППррииббллиижжеенннныыее  ввыыччииссллеенниияя    
Пример 1. ( , ) (3 )f x y xy x y= − − ,  
 0 1x = , 0 1y = , 1,1x = , 0,9y = ,  
 2 2(3 2 ) (3 2 )df y xy y dx x xy x dy= − − + − − ,  
 (1;1) (3 2 1) (3 2 1)df dx dy= − − + − − ,  
 (1;1) 0df = ,  
 2 2 2( 2 ) 2(3 2 2 ) ( 2 )d f y dx x y dxdy x dy= − + − − + −  
 2 2 2(1;1) ( 2) 2( 1) ( 2)d f dx dxdy dy= − + − + −   
 2 (1;1| 0,1; 0;1)d f −  

( 2)0,01 2( 1)( 0,01) ( 2)0,01= − + − − + −   
 2 (1;1| 0,1; 0;1)d f −  

0,02 0,02 0,02 0,02= − + − = −   
 ( , ) (3 )f x y xy x y= − −   
 (1,1;0,9) 1,1 0,9 (3 1,1 0,9) 0,99f = ⋅ ⋅ − − =   
 (1;1) 1f =   
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 21(1,1;0,9) (1;1)
2

f f df d f≈ + +   

 1(1,1;0,9) 1 0 ( 0,02)
2

f ≈ + + −   

 
1100..77..11..  MM--22001111--0033--0055,,  ЛЛееккцциияя  66    
 
Пример 2. ( , ) yf x y x= ,  

0 2x = , 0 3y = , 2,01x = , 3,02y = ,  
0,01dx = , 0,02y = ,  

1 lny ydf yx dx x xdy−= + ,  
2 3(2;3) 3 2 2 ln 2df dx dy= ⋅ + ,  

2 3(2;3 | 0,01;0,02) 3 2 0,01 2 ln 2 0,02df = ⋅ ⋅ + ⋅ ,  
2 33 2 0,01 2 ln 2 0,02= ⋅ ⋅ + ⋅  

0,12 0,111 0,231≈ + = ,  

mailto:boombook@yandex.ru


29        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

(2,01;3,02) (2;3)f f df≈ +  8 0,231 8,231≈ + = .  
( , ) 8, 234782f x y = ,  

0 0( , ) 8, 230904f x y df+ = ,  
2

0 0
1( , ) 8, 234736
2

f x y df d f+ + = .  

1100..88..  ТТееооррееммаа  ТТееййллоорраа    
1100..88..11..  ТТееооррееммаа  ТТееййллоорраа--ЛЛааггррааннжжаа    
Большая теорема Тейлора–Лагранжа.  
Пусть функция 1( , , )mf x x  дифференцируе-
ма ( 1)n +  раз в выпуклой окрестности 
( )0MΩ  точки 0 0

0 1( , , )mM x x . Тогда 

( ) ( )0 0 , :M M N M M∀ ∈Ω ∃ ∈   

0 1 0( ) ( , ) ( , )n nf M P M M R M M+= + , где  
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0
0 0( , ) ( )n M

P M M f M df= +  

0 0

21 1
2! !

n

M M

d f d f
n

+ + + , 

1
1 0

1( , )
( 1)!

n
n

N

R M M d f
n

+
+ =

+
,  

Иначе, ( ) ( )0 0
1 1, , , ,m mf x x f x x= +    

( ) ( ) ( )0 0
1 1 0

1 1

1
!

kn

m m
k m

x x x x f M
k x x=

 ∂ ∂
+ − + + − ∂ ∂ 
∑ 

 ( ) ( )
1

0 0
1 1

1

1
( 1)!

n

m m
m

x x x x
n x x

+
 ∂ ∂

+ − + + − + ∂ ∂ 
  

( )0 0
1 1 1( ), , ( )m m mf x x x x x xθ θ+ − + − ,  

где 0 1ϑ< < .  
Имеется в виду ( )0 ,N M M∈  (интервалу).  
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Замечание. Значение многочлена Тейлора и 
его производных порядка от 1 до n  включи-
тельно в точке 0M  совпадают со значениями 
функции 0( )f M  и ее производных в точке 

0M .  
 Докажем, что  
( ) ( )0 0, ,f x y f x y= +  

( ) ( )
0

0 0
1

1
!

kn

k
M

x x y y f
k x y=

 ∂ ∂
+ − + − ∂ ∂ 
∑  

( ) ( ) ( )
1

0 0
1

1 !

n

N

x x y y f
n x y

+
 ∂ ∂

+ − + − + ∂ ∂ 
.  

Пусть ( ) ( )0 0,g t f x t x y t y= + ∆ + ∆ , [ ]0;1t∈ ,  

( )
01

11 (0)
!

n
k

M
k

g g d g
k=

= +∑  
( )

11
1 !

n

t
d g

n θ

+

=
+

+
,  

mailto:boombook@yandex.ru


32        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

( ) ( )0 00 ,g f x y= , ( ) ( )0 01 ,g f x x y y= + ∆ + ∆ ,  

( ) ( )0 0 0 0, ,x t y tdg f x y x f x y y= +  

( ) ( )0 0x yf M x f M y= ∆ + ∆ ,  
2 2

2 d dd g dt g t g
dt dt

   = ⋅ = ⋅   
   

, 

( ) ( )0 0,g t f x t x y t y= + ∆ + ∆  

( )
( )0 0

2
2

0, 1
,

,
t dt

x y

d g x y f x y
x y= =

 ∂ ∂
= ∆ + ∆ ∂ ∂ 

,  

( )0 0

2 2

0, 1 , , ,t dt x y x y
d g d f

= = ∆ ∆
= ,…, 

( )0 00, 1 , , ,

k k

t dt x y x y
d g d f

= = ∆ ∆
= ,  

( )0 0

1 1

, 1 , , ,

n n

t dt x x y y x y
d g d f

ϑ ϑ ϑ

+ +

= = + ∆ + ∆ ∆ ∆
= .   
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1100..88..22..  ТТееооррееммаа  ТТееййллоорраа--ППееаанноо    
Теорема Тейлора – Пеано. Пусть функция 

1( , , )mf x x  дифференцируема n  раз в точке 

( )0 0
0 1 , , mM x x . Тогда функцию 1( , , )mf x x  в 

некоторой окрестности данной точки можно 
представить в виде 

0 1 0( ) ( , ) ( , )n nf M P M M R M M+= + ,  

где 
0

0

2
0 0

1( , ) ( )
2!n M

M

P M M f M df d f= + + +  

0

1
!

n

M

d f
n

+ ,  ( ) ( )1 0, n
nR M M o ρ+ = ,  

( ) ( )2 2(0) (0)
1 1 ... m mx x x xρ = − + + − .  

Иными словами,  
0 0

1 1( , , ) ( , , )m mf x x f x x= +    
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 ( ) ( )
0

0 0
1 1

1 1

1
!

kn

m m
k m

M

x x x x f
k x x=

 ∂ ∂
+ − + + − ∂ ∂ 
∑   

( )no ρ+ . (Тейлора-Пеано-n)  

Метод математической индукции.  
При 1n =  формула Тейлора-Пеано-n имеет 
вид  

0 0 0 0( , ) ( , )f x dx y dy f x y+ + =  

0 0 0 0( , ) ( , )x yf x y dx f x y dy+ +  2( )o ρ+ ,  
Так как эта формула совпадает с определени-
ем дифференцируемой функции, то она вер-
на.  
При 2n =  формула Тейлора-Пеано имеет вид  

0 0 0 0( , ) ( , )f x dx y dy f x y+ + =  

0 0 0 0( , ) ( , )x yf x y dx f x y dy+ +  
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( )2 21 2
2 xx xy yyf dx f dxdy f dy+ + +  2( )o ρ+ , 

2 2dx dyρ = + .  
Предположим, что верна формула Тейлора-
Пеано-(n-1).  
 Докажем, что 0 0( , ) ( , )f x y f x y= +   

0

0 0
1

1 ( ) ( )
!

kn

k
M

x x y y f
k x y=

  ∂ ∂ + − + −  ∂ ∂   
∑  

( )no ρ+ .  

0dx x x x= ∆ = − , 0dy y y y= ∆ = − ,  

0 0( , ) ( , )f x y f x y= +   
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 ( ) ( )
0

1 0

1
!

q k qn k
q k qq

k q k q
k q M

C dx dy f
k x y

−
−

−
= =

∂ ∂
+

∂ ∂∑ ∑  

( )no ρ+   

0P Q=
1

n

k
k

Q
=

+∑ , ( )0 0 0,Q f x y= ,  

( ) ( )
0

0

1
!

q k qk
q k qq

k k q k q
q M

Q C dx dy f
k x y

−
−

−
=

∂ ∂
=

∂ ∂∑ ,  

0) ( ) ( )0 0 0 0, ,P x y f x y= , прямая проверка,  

1) ( ) ( )0 0 0 0, ,x xP x y f x y= , 

( ) ( )0 0 0 0, ,y yP x y f x y= ,  
k<) Докажем, что при s k<  верно равенство 

( )
0

0j s jk x y M
Q − = .  
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k=) Докажем, что при s k=  верно равенство 

( ) ( )( )
0 0

,j k j j k jk x y x yM M
Q f x y− −= .  

k>) Докажем, что при s k>  верно равенство 

( )
0

0j s jk x y M
Q − = .  

Поэтому ( )( ) ( )( )
0 0

, ,j k j j k jx y x yM M
P x y f x y− −=  

при всех { }0,...,k n∈ , { }0,...,j k∈ .  
( , ) ( , ) ( , )R x y f x y P x y= − ,  
( ) ( ) ( )0 0 0 0R M f M P M= − = ,  

( ) ( ) ( )0 0 0 0x x xR M f M P M= − = ,  

( ) ( ) ( )0 0 0 0y y yR M f M P M= − = ,  

( )
00

0j k jj k j x yx y MM
R f P −− = − =   

при всех { }0,...,k n∈ , { }0,...,j k∈ .  
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( ) ( )0 0, ,R x y R x y=  ( )0 0,xR x dx y dy dxϑ ϑ+ + +  

( )0 0,yR x dx y dy dyϑ ϑ+ + + ,  

Но ( ) ( )
0 0

0j k j j k jx x xx y x yM M
R f P− −= − = ,  

( ) ( )
0 0

0j k j j k jy y yx y x yM M
R f P− −= − = ,  

при всех { }0,..., 1k n∈ − , { }0,...,j k∈ , поэтому  

( ) ( )1
0 0, n

xR x dx y dy oϑ ϑ ρ −+ + = ,  

( ) ( )1
0 0, n

yR x dx y dy oϑ ϑ ρ −+ + = ,  

Но к тому же dx ρ≤ , dy ρ≤ ,  

( ),R x y = ( ) ( ) ( )1 1n n no dx o dy oρ ρ ρ− −+ =     

1100..88..33..  ССттааннддааррттнныыее  ооббооззннааччеенниияя    
( , ) ( , )f x dx y dy f x y+ + =  

( , ) ( , )x yf x y dx f x y dy+ +   

mailto:boombook@yandex.ru


39        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

( )2 21 2
2 xx xy yyf dx f dxdy f dy+ + +  2( )o ρ+ ,  

0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , )f x dx y dy z dz f x y z+ + + =   

0 0 0 0 0 0
( , , ) ( , , )

x y
f x y z dx f x y z dy   

0 0 0
( , , )

z
f x y z dz   

( )2 2 21
2 xx yy zzf dx f dy f dz+ + +  1 {2

2 xyf dxdy+  

2 xzf dxdz+  2 }yzf dydz+ 2( )o ρ+ ,  

( , ) ( , )f x dx y dy f x y+ + =  ( )x y

dx
f f

dy
 

+  
 

 

( )1
2

xx xy

yx yy

f f dx
dx dy

f f dy
  

+   
  

2( )o ρ+ ,  
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