
1        MA k1s2m3-n05a-Локальный экстремум  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

9. .......................................................................... 2 
1. Локальный экстремум ФНП..................... 2 

1.1. Локальный экстремум ...................... 2 
1.1.1. Понятие ...................................... 2 
1.1.2. Теорема Ферма .......................... 4 
1.1.3. Квадратичные формы ............... 6 
1.1.4. Критерий Сильвестра ............... 8 
1.1.5. Достаточные условия .............. 10 
1.1.6. Необходимые условия второго 
порядка 13 
1.1.7. Необходимые условия третьего 
порядка 13 
1.1.8. Сравнение с функциями одной 
переменной .............................................. 14 

mailto:boombook@yandex.ru


2        MA k1s2m3-n05a-Локальный экстремум  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

    
  ЛЛооккааллььнныыйй  ээккссттррееммуумм  ФФННПП    

11..11..  ЛЛооккааллььнныыйй  ээккссттррееммуумм    
11..11..11..  ППоонняяттииее    

Пусть функция ( )f M  определена в окрест-
ности точки 0M .  
Определение 1a. Точка 0M  называется точ-
кой локального минимума (локального мак-
симума) функции ( )f M , если  

0 0 0( ) : ( ) :M M M M M      верно 

0
( ) ( )f M f M   

или соответственно  
0 0 0( ) : ( ) :M M M M M      верно 

0
( ) ( )f M f M .  
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Определение 1b. Точка 0M  не является точ-
кой локального минимума (максимума) 
функции ( )f M , если  

0 0 0( ) ( ) :M M M M M      и 

0
( ) ( )f M f M   

или соответственно  
0 0 0( ) ( ) :M M M M M      и 

0
( ) ( )f M f M .  

Определение 1с. Точка 0M  называется точ-
кой нестрогого локального минимума функ-
ции ( )f M , если  

0 0 0( ) : ( ) :M M M M M      и 

0
( ) ( )f M f M .  
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11..11..22..  ТТееооррееммаа  ФФееррммаа    
Пусть функция ( )f M  определена в некото-
рой окрестности точки 0M .  
Теорема Ферма  (необходимые условия экс-
тремума первого порядка дифференцируемой 
функции).  
1) Пусть функция ( , , )f x y z  дифференцируема 
в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  и имеет в этой точке ло-
кальный экстремум (минимум или максимум, 
строгий или не строгий). Тогда 0( ) 0df M  , 
или, чтc,  

, ,dx dy dz   0 0 0( ) ( ) ( ) 0x y z

dx

f M f M f M dy

dz

            

,  
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или, чтс, 
0 0 0( ) 0 ( ) 0 ( ) 0x y zf M f M f M    .  

2) Пусть функция ( , , )f x y z  имеет частную 
производную xf  в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  и имеет 
в этой точке локальный экстремум (минимум 
или максимум, строгий или не строгий). То-
гда 0( ) 0xf M  .  
Аналогичные условия верны для всех осталь-
ных переменных.  
3) Пусть функция ( , , )f x y z  в точке 

0 0 0 0( , , )M x y z  имеет производную по направ-
лению l



 и имеет в этой точке локальный экс-
тремум (минимум или максимум, строгий или 

не строгий). Тогда 0( ) 0
f

M
l





 .  
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Теорема  Если найдется такое направление l


, 

что 0( ) 0
f

M
l





 , то ( , , )f x y z  в 0 0 0 0( , , )M x y z  

не имеет локального экстремума.  
11..11..33..  ККввааддррааттииччнныыее  ффооррммыы    

Опр. Квадратичной формой называется 
функция  

∑
=

=
m

ji
jiijm xxaxxxQ

1,
21 ),,,(  . Всегда ij jia a= .  

Векторно-матричная запись квадратичной 
формы размерности 3:  

( )
11 12 13 1

1 2 3 21 22 23 2

31 32 33 3

a a a x
Q x x x a a a x

a a a x

  
  =   
  
  

.  

Опр. Квадратичная форма называется поло-
жительно определенной, если 
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( )1 2, , , 0mQ x x x >  при всех значениях 

mxx ,,1  , кроме .0,,01 == mxx    
Замечание. Любая квадратичная форма в точ-
ке ( )0,0, ,0O   равна нулю.  
Опр. Квадратичная форма называется отри-
цательно определенной, если 

1 2( , , , ) 0mQ x x x <  при всех значениях 

mxx ,,1  , кроме .0,,01 == mxx    
Если квадратичная форма является положи-
тельно определенной или отрицательно опре-
деленной, то она называется знакоопределен-
ной.  
Опр. Квадратичная форма называется знако-
переменной, если 
{ }1 2 1 2, , , : ( , , , ) 0m mx x x Q x x x∃ <  , 

{ }1 2 1 2, , , : ( , , , ) 0m my y y Q y y y∃ >  .  
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11..11..44..  ККррииттеерриийй  ССииллььввеессттрраа    
2

1 2 11 1 12 1 2( , , , )mQ x x x a x a x x= + +   
2

1 1 21 2 1 22 2m ma x x a x x a x+ + + +  

2 2m m mm m ma x x a x x+ + +  ,  
Матрица квадратичной формы  



















=

mmmm

m

m

aaa

aaa
aaa

A









21

22221

11211

 

Угловыми минорами называются определи-
тели вида: 1 2, ,A A .  
Теорема (Критерий Сильвестра).  1) Для того 
чтобы квадратичная форма Q была положи-
тельно определенной, необходимо и доста-
точно, чтобы 1 20, 0, , 0nA A A> > > .  
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2) Для того чтобы квадратичная форма Q бы-
ла отрицательно определенной, необходимо и 
достаточно, чтобы знаки угловых миноров 
чередовались, 1 2 30, 0, 0,A A A< > <  .  
3) Для того чтобы квадратичная форма Q бы-
ла знакопеременной, достаточно 2 0A < .  
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11..11..55..  ДДооссттааттооччнныыее  ууссллооввиияя    

Теорема (достаточные условия локального 
экстремума второго порядка).  
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1) Пусть функция ( , , )f x y z  дважды диффе-
ренцируема в точке 0 0 0 0( , , )M x y z , верно ра-
венство 0( ) 0df M  , и в этой точке выполне-
ны условия положительной определенности 
квадратичной формы  

 2

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f dx

d f dx dy dz f f f dy

f f f dz

                        

  

(условия Сильвестра), а именно,  
1 0A  , 2 0A  , 3 0A  , где  

1 xxA f , 2

xx xy

yx yy

f f
A

f f
 ,  
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3

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f f f

A f f f

f f f

 .  

Тогда ( , , )f x y z  в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  имеет 
локальный минимум.  
2) Если в этой точке выполнены условия от-
рицательной определенности квадратичной 
формы 2d f , а именно,  

1 0A  , 2 0A  , 3 0A  ,  
то ( , , )f x y z  в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  имеет ло-
кальный минимум.  
3) если 

2
0A  , в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  локаль-

ного экстремума нет.  
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11..11..66..  ННееооббххооддииммыыее  ууссллооввиияя  ввттооррооггоо  
ппоорряяддккаа    

Теорема (необходимые условия локального 
экстремума второго порядка). 
Пусть функция ( , , )f x y z  дважды дифферен-
цируема в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  и имеет в этой 
точке локальный минимум.  
Тогда 0( ) 0df M  , и в этой точке квадратич-
ная форма 2d f  является  или положительно 
определенной, или полуопределенной (неот-
рицательной), 1 0A  , 2 0A  .  

11..11..77..  ННееооббххооддииммыыее  ууссллооввиияя  ттррееттььее--
ггоо  ппоорряяддккаа    

Теорема (необходимые условия локального 
экстремума третьего порядка). 
1) Пусть функция ( , , )f x y z  трижды диффе-
ренцируема в точке 0 0 0 0( , , )M x y z , в этой точ-
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ке имеет локальный экстремум, 0( ) 0df M  , 
2

0( ) 0d f M  . Тогда 3
0( ) 0d f M  .  

2) Пусть функция ( , , )f x y z  трижды диффе-
ренцируема в точке 0 0 0 0( , , )M x y z , 

0( ) 0df M  , 2
0( ) 0d f M  , 3

0( ) 0d f M  . То-
гда ( , , )f x y z  в этой точке не имеет локального 
экстремума.  

11..11..88..  ССррааввннееннииее  сс  ффууннккцциияяммии  оодднноойй  
ппееррееммеенннноойй    

Определение. Точка 0x  называется точкой 
локального минимума (локального максиму-
ма) функции ( )f x , если 

0 0 0( ) : ( ) :x x M x x      0( ) ( )f x f x    
или соответственно  

0 0 0( ) : ( ) :x x x x x      0( ) ( )f x f x  .  
Теорема Ферма  
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Ферма (необходимые условия экстремума 
первого порядка дифференцируемой функ-
ции)  
1) Пусть функция ( )f x  дифференцируема в 
точке 0 0( )M x  и имеет в этой точке локальный 
экстремум (минимум или максимум, строгий 
или не строгий). Тогда 0( ) 0df x  , или, что то 
же самое, dx    0 0f x dx  , или, что то 
же самое, 0( ) 0f x  .  
Достаточные условия  
Теорема (достаточные условия локального 
экстремума второго порядка). Пусть функция 
( )f x  дважды дифференцируема в точке 

0 0( )M x , верно равенство 0( ) 0df x  , и в этой 
точке 0xxf  , то ( )f x  в точке 0 0( )M x  имеет 
локальный минимум.  
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Если в этой точке 0xxf  , то ( )f x  в точке 
0 0( )M x  имеет локальный минимум.  

Необходимые условия второго порядка  
Теорема (необходимые условия локального 
экстремума второго порядка). Пусть функция 
( )f x  дважды дифференцируема в точке 

0 0( )M x  и имеет в этой точке локальный ми-
нимум. Тогда 0( ) 0f x  , и  0 0f x  . На-
рушение любого из этих условий влечет от-
сутствие локального минимума. Аналогично 
для максимума.  
Необходимые условия третьего порядка  
Теорема (необходимые условия локального 
экстремума третьего порядка). 1) Пусть 
функция ( )f x  трижды дифференцируема в 
точке 0 0( )M x , ( )f x  в этой точке имеет ло-
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кальный экстремум, и 0( ) 0df M  , 
2

0( ) 0d f M  . Тогда 3
0( ) 0d f M  .  

2) Пусть функция ( , , )f x y z  трижды диффе-
ренцируема в точке 0 0 0 0( , , )M x y z , 

0( ) 0df M  , 2
0( ) 0d f M  , 3

0( ) 0d f M  .  То-
гда ( )f x  в этой точке не имеет локального 
экстремума.   
 

mailto:boombook@yandex.ru

	9.
	1. Локальный экстремум ФНП
	1.1. Локальный экстремум
	1.1.1. Понятие
	1.1.2. Теорема Ферма
	1.1.3. Квадратичные формы
	1.1.4. Критерий Сильвестра
	1.1.5. Достаточные условия
	1.1.6. Необходимые условия второго порядка
	1.1.7. Необходимые условия третьего порядка
	1.1.8. Сравнение с функциями одной переменной



