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  ЛЛееккцциияя  mm33--0066..  ННееяяввнныыее  ффууннккццииии..    
99..11..  ППоонняяттииее    
аа))  ООдднноо  ууррааввннееннииее  сс  ддввууммяя  ппееррееммеенннныыммии    
а) ( , ) 0u x y = , например,  
(а1) 2 2 1 0x y+ − = , окружность,  
(а2) 3 3 3 0x y xy+ − = , декартов лист,  
(а3) 1xy = , гипепрбола,  
ББ))  ООдднноо  ууррааввннееннииее  сс  ттррееммяя  ппееррееммеенннныыммии    
б) ( , , ) 0u x y z = , например,  
(б1) 2 2 2 1x y z+ + = , сфера,  

(б2) ( )22 2 2 8 2 0x y z xyz+ + − = , дирижабль,  

СС))  ДДвваа  ууррааввннеенниияя  сс  ттррееммяя  ппееррееммеенннныыммии    
2 2 2 6,

1,
x y z

x y z
 + + =


+ + =
 окружность в пространстве,  

mailto:boombook@yandex.ru


6        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

ДДвваа  ууррааввннеенниияя  сс  ччееттыыррььммяя  ппееррееммеенннныыммии    
2 2 2 ,

tg ,

x y
y
x

ρ

ϕ

 + =



=

 преобразование координат.  

ООппррееддееллееннииее    
Определение 1. Пусть функция ( , )u x y  опре-
делена в области { }( , ) ( , )D x a b y c d= ∈ ∈  и 

( , )x a b∀ ∈  уравнение ( , ) 0u x y =  имеет един-
ственный корень ( , )y c d∈ . Тогда говорят, 
что уравнение ( , ) 0u x y =  определяет в облас-
ти D  неявную функцию ( )y f x= , которая 
определена на ( , )x a b∈ .  

Пример: 
2 2 1,

0,
x y

y
 + =


≥
, полуокружность 

21y x= − , [ ]0;1x∈ .  
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Определение 2. Пусть D  область на плоско-
сти, функция ( , , )u x y z  определена в области 

{ }( , ) ( , )G x y D z c d= ∈ ∈  и ( , )x y D∀ ∈  урав-
нение ( , , ) 0u x y z =  имеет единственный ко-
рень ( , )z c d∈ . Тогда говорят, что уравнение 

( , , ) 0u x y z =  определяет в области G  неяв-
ную функцию ( , )z f x y= , причем ( , )x y D∈ .  

Пример: 
2 2 2 1,

0,
x y z

z
 + + =


≥
, полусфера 

2 21z x y= − − , { }2 2( , ) 1x y D x y∈ = + ≤ .  
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99..22..  ТТееооррееммаа  оо  ннееяяввнноойй  ффууннккццииии  
( , ) 0F x y =     

99..22..11..  ТТееооррееммаа  сс  ддоокк    
Теорема 1. Пусть ( , )F x y  определена в неко-
торой ( )0R MΩ , и  
1) в точке 0 0 0( , )M x y  верно равенство 

( )0 0F M = ,  

2) ( , )F x y  непрерывна в ( )0R MΩ ,  
3) ( , )F x y  дифференцируема в 0M , причем 

yF  существует в ( )0R MΩ  и непрерывна в 
точке 0M ,  
4) ( )0 0yF M ≠ .  
Тогда в найдется окрестность точки 0x , в ко-
торой определена единственная функция 
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( )y f x= , для которой ( )( ), 0F x f x = . Эта 
функция дифференцируема в точке 0M , при-
чем  

( )
( )

0

0

x

y

F M
dy dx

F M
= − , или ( )

( )
0

0

x
x

y

F M
y

F M
= − .  

Заметим, что формулу для дифференциала 
можно записать в виде 0x yF dx F dy+ = , или 

0dF = .  
1. Докажем существование. Пусть 

( )0 0yF M >  и yF  непрерывна в точке 0M . То-
гда  
1) ( )0 0M∃Ω  { }0 0 0 0x x y yδ δ= − < − < ,  

внутри которой ( ), 0yF x y > .  

2) ( )0 ,F x y   (как функция y ) на множестве 

( )0 0 0 0,y y yδ δ∈ − + .  

mailto:boombook@yandex.ru


10        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

3а) Найдется 1 0 3y y δ= − , 3 0δ > , ( )1 0 1,M x y : 

( )1 0F M < ,  

3б) Найдется 2 0 3y y δ= + , ( )2 0 2,M x y : 

( )2 0F M > ,  
4а) Найдется 

( )1 1MΩ { }0 1 1 1x x y yδ δ= − < − < : 

( ) 0F M <  для всех ( )1 1M M∈Ω ,  
4б) Найдется 

( ) { }2 2 0 2 2 2M x x y yδ δΩ = − < − < : 

( ) 0F M >  для всех ( )2 2M M∈Ω ,  
5) Найдется 4 0δ > : на множестве  

( )0 0MΡ =  { }0 0 4x x y xδ δ− ≤ − ≤  имеем  
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( )0 0M M∀ ∈Ρ  верно ( ) 0yF M > , для всех 

{ }0x x x δ∈ − ≤   верно  

( ),F x y   на множестве ( )0 4 0 4,y y yδ δ∈ − + ,  

( )0 4, 0F x y δ− < , ( )0 4, 0F x y δ+ > , поэтому  

( ) ( )0 4 0 4, : , 0y y y F x yδ δ∃ ∈ − + =   .  
2. Докажем непрерывность.  
3. Докажем дифференцируемость.  
( ) ( )0 0 0 0, ,F x x y y F x y+ ∆ + ∆ =  x yF x F y+ ∆ + ∆  

( ) ( )M x M yα β+ ∆ + ∆ ,  

( ) ( )0 0 0 0, , 0F x x y y F x y+ ∆ + ∆ − = ,  

x yF x F y∆ + ∆  ( ) ( ) 0M x M yα β+ ∆ + ∆ = ,  

( ) ( ) 0x yF x F yα β+ ∆ + + ∆ = ,  

( ) { }0 0 0 0 0 0M x x y xδ δΩ = − < − < :  
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( ) ( )0 0yF M Mβ+ > ,  

( ) ( )
( ) ( )

0

0

x

y

F M M
y x

F M M
α
β

+
∆ = − ∆

+
, 

( )
( ) ( )0

0

x

y

F M
y M x

F M
α

 
∆ = − + ∆  

 
 .   

99..22..22..  ВВыыччииссллееннииее  ддииффффееррееннццииааллаа    
( , ) 0u x y = , 0x yu dx u dy+ = , y xu dy u dx= − ,  

поэтому x

y

udy dx
u

= − , x

y

udy
dx u

= − .  

99..22..33..  ВВыыччииссллееннииее  ввттооррооггоо  ддииффффееррееннццииааллаа    
0x yu dx u dy+ = ,  ( ) 0x yd u dx u dy+ = , 

( ) ( ) 0x yd u dx d u dy+ = ,  

( ) ( ) ( ) ( ) 0x x y yd u dx u d dx d u dy u d dy+ + + = ,  
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( ) ( )2 2 0x x y yd u dx u d x d u dy u d y+ + + = ,  

( )x xx xyd u u dx u dy= + , ( ) ...yd u = ,   

( ) 2
xx xy xu dx u dy dx u d x+ + +   

( ) 2 0yx yy yu dx u dy dy u d y+ + + = ,  

Если x  – независимая, то 2 0d x = ,  
2 2 22 0xx xy yy yu dx u dxdy u dy u d y+ + + = ,  

2 2
2 2xx xy yy

y

u dx u dxdy u dy
d y

u
+ +

= − ,  

причем x

y

udy dx
u

= − .  

2

2

2

2 x x
xx xy yy

y y

y

u uu dx u dx dx u dx
u u

d y
u

 
− ⋅ + −  

 = − ,  
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( )
2 2

2 2
3

2xx y xy x y yy x

y

u u u u u u u
d y dx

u

− +
= − ,  

( )
2 22

32

2xx y xy x y yy x

y

u u u u u u ud y
dx u

− +
= − .  

99..22..44..  ССллууччаайй  ттооччккии  ввооззммоожжннооггоо  
ээккссттррееммууммаа    
Пусть точка 0M  есть точка возможного 
экстремума дифференцируемой неявной 
функции, удовлетворяющей условиям теоре-

мы 1, так что 0dy = , т.е. 0x

y

u dx
u

− = , т.е. 

0xu = . Необходимое условие экстремума 
неявной функции имеет вид: 0xu = .  

Тогда ( ) 0x yd u dx u dy+ = ,  
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( )xx xyu dx u dy dx+ +  

( )2 2 0x yx yy yu d x u dx u dy dy u d y+ + + + = ,  
2 0d x = , 0dy = ,  

поэтому в точке возможного экстремума  
2 2 0xx yu dx u d y+ = , 2 2xx

y

ud y dx
u

= − , поэтому  

99..22..55..  ДДооссттааттооччннооее  ууссллооввииее  ллооккааллььннооггоо  
ээккссттррееммууммаа    

0dy = , 2 0xx

y

u dx
u

− >  (минимум),  

0dy = , 2 0xx

y

u dx
u

− <  (максимум).  
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99..33..  ППррииммееррыы  ннееяяввнныыхх  ффууннккцциийй    
99..33..11..  ППррииммееррыы  ннееяяввнноойй  ффууннккццииии  ( , ) 0u x y = ..    

Пример 1. 2 2 1, 0x y y+ = > , 2 2 0xdx ydy+ = , 

0xdx ydy+ = ,  xdy dx
y

= − , dy x
dx y

= − .  

( ) 0d xdx ydy+ = , ( ) ( ) 0d xdx d ydy+ =   
2 2 0dxdx xd x dydy yd y+ + + = ,  

2 2 2 0dx dy yd y+ + = ,  
2

2 2 0xdx dx yd y
y

 
+ − + = 
 

,  

2

2 2

1 x
y

d y dx
y

 
+ − 
 = − ,  

2 2
2 2

3

y xd y dx
y
+

= − ,  
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Точка возможного экстремума: 0,x =  1y =  
(есть еще одна), 2 2d y dx= − , локальный 
максимум.  
Пример 2. 1xy = ,  

0ydx xdy+ = , ydy dx
x

= − , dy y
dx x

= − .  

( ) 0d ydx xdy+ = , 
2 2 0dydx yd x dxdy xd y+ + + = ,  

22 0dxdy xd y+ = , 22 0ydx dx xd y
x

 − + = 
 

,  

2 2
22 yd y dx

x
= , локального экстремума нет.  

Пример 3. 3 3 3 0x y xy+ − = , 0 0x y> > ,  
1) Первый дифференциал.  

2 23 3 3 3 0x dx y dy ydx xdy+ − − = ,  
2 2 0x dx y dy ydx xdy+ − − = ,  
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( ) ( )2 2 0x y dx y x dy− + − = ,  

( )
( )

2

2

x y
dy dx

y x

−
= −

−
, 

( )
( )

2

2

x ydy
dx y x

−
= −

−
,  

2) Необходимое условие экстремума  

0dy
dx

= ,   2 0x y− = ,   2y x=   

3 3

2

3 0,
,

x y xy
y x

 + − =


=
  3 6 33 0x x x+ − = ,  

( )3 3 2 0x x − = ,  
1
32x = , 

2
32y = .  

3) Достаточные условия экстремума,  
( ) ( )2 2 0x y dx y x dy− + − = ,  

( ) ( )( )2 2 0d x y dx y x dy− + − = ,   

 ( ) ( )2 2 2d x y dx x y d x− + − +     
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 +    2 2 2 0d y x dy y x d y    ,  

Так как 2 0x y− =  и 2 0d x = , то   

( ) ( )2 2 2 0d x y dx y x d y− + − = ,   

( ) ( )2 22 0xdx dy dx y x d y− + − = , 

( ) ( )2 22 0xdx dx y x d y+ − = , 

( )2 2 22 0xdx y x d y+ − = ,  

( )
2

2
2

2xdxd y
y x

= −
−

, 2 2
2

2xd y dx
y x

= −
−

,  

1
3

2 2
4 1
3 3

2 2

2 2
d y dx⋅

= −
−

 22
2 1

dx= −
−

 22 0dx= − < ,  

это локальный максимум.  
Пример 4. ( )22 2 24 0x y x y+ − = ,  (1а) 
1) Первый дифференциал,  
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2 2 2 2( ) 0x y bx y+ − = ,   (1а) 
( ), 0u x y = , 0x yu dx u dy+ = ,  (2) 

2 24 ( ) 2xu x x y bxy= + − ,  
2 2 24 ( )yu y x y bx= + − ,  

2 22( )2x y xdx+  2 22( )2x y ydy+ +   
22 0bxydx bx dy− − = ,   

( )2 22( )2 2dx x y x bxy+ −  

( )2 2 22( )2 0dy x y y bx+ + − = ,  

( )( )2 22 2 2dx x x y by+ −  

( )2 2 24 ( ) 0dy y x y bx+ + − = ,  

( )2 2

2 2 2

2 2 2
4 ( )
x x y bydy

dx y x y bx
+ −

= −
+ −

.  

2) Необходимое условие экстремума,  

mailto:boombook@yandex.ru


21        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

2 24 ( ) 2 0x x y bxy+ − = ,  

2 2

2 2 2 2

2( ) 0,
( ) 0,

x y by
x y bx y

 + − =


+ − =
, 

2 2

2 2
2

2( ) 0,

0,
4

x y by
b y bx y

 + − =



− =

 

2 2

2

2( ) 0,
4 0,

x y by
by x

 + − =


− =
 

2 2

2

2( ) 0,
4 0,

x y by
by x

 + − =


− =
 

2 2 22( ) 4 0,x y x+ − =   2 2 22 2 4 0,x y x+ − =    
2 2 0y x− = ,  y x= , 2 34 0x bx− = ,   

4 34 4 0x x− = , 4 4 0x − = , 1y x= = ,  
А теперь поясним технику проверки 
достаточных условий экстремума,  

0x yu dx u dy+ = , ( ) 0x yd u dx u dy+ = ,  
2( ) ( ) 0x y yd u dx d u dy u d y+ + = ,  

Только в точке возможного экстремума  
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2( ) 0x yd u dx u d y+ = ,  
2( ) 0xx xy yu dx u dy dx u d y+ + = ,  

2 2 0xx yu dx u d y+ = ,      2 2xx

y

ud y dx
u

= −   

2 24 ( ) 2xu x x y bxy= + − ,  
2 212 4 2xxu x y by= + − ,        8xxu = ,  

2 2 24 ( )yu y x y bx= + − ,        4yu = ,  
2 22d y dx= − ,    2 0d y < ,  максимум  

99..44..  ННееяяввнныыее  ффууннккццииии  ттииппаа  
( , , ) 0F x y z = ..    

99..44..11..  ТТееооррееммаа  оо  ннееяяввнноойй  ффууннккццииии  
( , , ) 0F x y z =     

Теорема 2. Пусть ( , , )F x y z  определена в не-
которой ( )0R MΩ ,  
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1) в точке 0 0 0 0( , , )M x y z  верно ( )0 0F M = ,  

2) ( , , )F x y z  непрерывна в ( )0R MΩ ,  
3) ( , , )F x y z  дифференцируема в 0M ,  
4) zF  существует в ( )0R MΩ  и непрерывна в 
точке 0M ,  
5) ( )0 0zF M ≠ .  
Тогда в некоторой окрестности точки 

( )0 0 0,N x y  определена единственная функция 

( ),z f x y= , для которой ( )( ), , , 0F x y f x y = .  
Эта функция дифференцируема в 0M , причем  

yx

z z

FFdz dx dy
F F

= − − , x
x

z

Fz
F

= − , y
y

z

F
z

F
= − .  

mailto:boombook@yandex.ru


24        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

Заметим, что формулу для дифференциала 
можно записать в виде 0x y zF dx F dy F dz+ + = , 
или 0dF = .  
1. Докажем существование.  
Пусть ( )0 0zF M >  и непрерывна в точке 0M . 
Тогда  
1) ( )0 0M∃Ω =  

{ }0 0 0 0 0 0x x y y z zδ δ δ= − < − < − <  ,  

внутри которой 
 ( ), , 0zF x y z > .  

2) ( )0 0, ,zF x y z   как функция от z  на множе-

стве ( )0 0 0 0,z z zδ δ∈ − +  при всех ( ), :x y  

0 0 0 0x x y yδ δ− < − < .  
3а) Найдется 3 0δ > , 3 0δ δ<  такое, что , 

( )1 0F M < , где ( )1 0 0 1, ,M x y z , 1 0 3z z δ= − ,  
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3б) Найдется 4 0δ > , 4 0δ δ< , такое, что 

( )2 0F M > , где ( )2 0 0 2, ,M x y z , 2 0 4z z δ= + ,  

4а) Найдется 1 0δ > : ( )1 1MΩ =  

{ }0 1 0 1 1 1x x y y z zδ δ δ= − < − < − <    

такое, что ( ) 0F M < , ( )1 1M M∈Ω ,  

4б) ( ) 0F M > , ( )2 2M M∈Ω ,  

( ) { }2 2 0 2M x xΩ = − < δ   

{ } { }0 2 2 2y y z z− < − <δ δ  .  
5) На множестве  

( )0 0MΡ =  

{ }0 0 0 4x x y y z zδ δ δ− ≤ − ≤ − ≤   имеем  

( ) ( )0 0 0zM M F M∀ ∈Ρ ⇒ > ,  
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( ),x y   { }x x y yδ δ∈ − ≤ − ≤   будет 
верно  

( ), ,zF x y z    на множестве 

( )0 4 0 4;z z zδ δ∈ − + ,  

( )0 4, , 0F x y z δ− <  , ( )0 4, , 0F x y z δ+ >  ,  

( ) ( )0 4 0 4; : , , 0z z z F x y zδ δ∃ ∈ − + =    .  
2. Докажем непрерывность.  
3. Докажем дифференцируемость.  
( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , ,F x x y y z z F x y z+ ∆ + ∆ + ∆ =  

x y zF x F y F z+ ∆ + ∆ + ∆  

( ) ( ) ( )M x M y M zα β γ+ ∆ + ∆ + ∆ ,  

( ) ( )0 0 0 0 0 0, , , , 0F x x y y z z F x y z+ ∆ + ∆ + ∆ − = ,  

x y zF x F y F z∆ + ∆ + ∆  

( ) ( ) ( ) 0M x M y M zα β γ+ ∆ + ∆ + ∆ = ,  
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( ) ( ) ( ) 0x y zF x F y F zα β γ+ ∆ + + ∆ + + ∆ = ,  

( )0 0MΩ =  

{ }0 0 0 0 0 0x x y x z zδ δ δ= − < − < − <  :  

( ) 0zF Mγ+ > ,  

( ) ( )
( ) ( )

0

0

x

z

F M M
z x

F M M
α
γ

+
∆ = − ∆

+
 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

y

z

F M M
y

F M M
β
γ

+
− ∆

+
,  

( )
( ) ( )0

0

x

z

F M
z M x

F M
α

 
∆ = − + ∆  

 
  

( )
( ) ( )0

0

y

z

F M
M y

F M
β

 
+ − + ∆  
 

 .   
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99..44..22..  ВВыыччииссллееннииее  ппееррввооггоо  ддииффффееррееннццииааллаа    
( , , ) 0F x y z = , 0x y zu dx u dy u dz+ + = ,  

пусть 0zu ≠ ,  

yx

z z

uudz dx dy
u u

= − − , x
x

z

uz
u

= − , y
y

z

u
z

u
= − .  

99..44..33..  ВВыыччииссллееннииее  ввттооррооггоо  ддииффффееррееннццииааллаа    
0x y zu dx u dy u dz+ + = , 

( ) 0x y zd u dx u dy u dz+ + = ,   

( )xx xy xzu dx u dy u dz dx+ + +    

( )yx yy yzu dx u dy u dz dy+ + + +    

( )zx zy zzu dx u dy u dz dz+ + + +    

+ 2 2 2 0x y zu d x u d y u d z    .  
Так как  
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( , )z f x y= ,  то 2 0d x = , 2 0d y = , 2 0d z ≠ ,  

( )xx xy xzu dx u dy u dz dx+ +  

( )yx yy yzu dx u dy u dz dy+ + +   

( )zx zy zzu dx u dy u dz dz+ + +  2 0zu d z+ = ,   

причем yx

z z

uudz dx dy
u u

= − − .  

Отсюда получим после подстановки  

( ) 11 122

21 22

H H dx
d z dx dy

H H dy
  

=   
  

.  

99..44..44..  ППррииммееррыы  ( ), , 0F x y z = ..    

Пример 1. 2 2 2 1x y z+ + = ,  0z > .  
1) 2 2 2 0xdx ydy zdz+ + = , 0xdx ydy zdz+ + = ,  

xdx ydydz
z
+

= − , x
xz
z

= − , y
yz
z

= − ,  
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2) ( ) 0d xdx ydy zdz+ + = ,  
2 2 2 2 2 2 0dx xd x dy yd y dz zd z+ + + + + = ,  
2 2 2 2 0dx dy dz zd z+ + + = ,  

2 2 2
2 dx dy dzd z

z
+ +

= − ,  
2

2 2

2

x ydx dy dx dy
z zd z

z

 + + − − 
 = − ,  

2d z =  
2 2 2 2 2 2

3

( ) ( ) 2x z dx y z dy xydxdy
z

+ + + +
− .  

3) В точке возможного экстремума 0dz = ,  
0x y= = , 1z = ± , например, 1z = ,  

2 2 2 0dx dy zd z+ + = , 
2 2

2 dx dyd z
z
+

= − ,  
2 2 2d z dx dy= − −  локальный максимум.  
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Пример 2. Докажите, что в некоторой 
окрестности точки ( )0 1;1;1M =  существует 

единственная функция ( ),z f x y= , 
определенная неявно уравнением  

5 5 5 3x y z xyz+ + = .      
Найдите dz  и 2d z .  
 1) ( ) 5 5 5, , 3u x y z x y z xyz= + + − ,  

1а) ( ), ,u x y z  непр. и дифф. в 3R .  

1б) 45 3zu z xy= −  непр. в 3R .  
1в) Т.к. 45 3zu z xy= − , то ( )0 2 0zu M = > .  

По теореме*, в нек. ( )0MΩ  найдется единств. 

( ),z f x y= , опр. неявно уравнением (). Эта 

функция непр. в ( )0MΩ  и дифф. в 0M ,  
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 2а) ( ) ( )4 45 3 5 3dx x yz dy y xz− + −  

( )45 3 0dz z xy+ − = ,  
4 4

4 4

5 3 5 3
5 3 5 3

x yz y xzdz dx dy
z xy z xy
− −

= − −
− −

,  

 ()  
4

4

5 3
5 3x

x yzz
z xy
−

= −
−

, 
4

4

5 3
5 3y

y xzz
z xy
−

= −
−

,  

2б)  
( ) ( )4 2 45 3 5 3dxd x yz d x x yz− + −  

( ) ( )4 2 45 3 5 3dyd y xz d y y xz+ − + −  

( ) ( )4 2 45 3 5 3 0dzd z xy d z z xy+ − + − = ,  

( )320 3 3dx x dx ydz zdy− −   
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( )320 3 3dy y dy xdz zdx+ − −  

( )320 3 3dz z dz xdy ydx+ − −  

( )2 45 3 0d z z xy+ − = ,  

2
4

1 {
5 3

d z
z xy
−

=
−

( )320 3 3dx x dx ydz zdy− −   

( )320 3 3dy y dy xdz zdx+ − −  

( )320 3 3 }dz z dz xdy ydx+ − − ,  

Ответ: 2
4

1 {
5 3

d z
z xy
−

=
−

  

( ) ( )2 320 3 3dx x dxdy z dydz y⋅ + ⋅ − + −   

( ) ( ) ( )2 33 20 3dydx z dy y dydz x+ ⋅ − + ⋅ + −   

( ) ( ) ( )2 33 3 20 }dzdx y dzdy x dz z+ ⋅ − + ⋅ − + ,  
причем dz  следует подставить из ().   
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Пример 3. ( )22 2 2 8 2 0x y z xyz+ + − ⋅ = ,  (1) 

( )22 2 2 0x y z bxyz+ + − = ,  где 8 2b = , и пусть 
2 2 2 2R x y z= + + .  

1) Вычислим первый дифференциал,  
( )( )2 2 22 2 2 2x y z xdx ydy zdz+ + + + −

0bxydz bxzdy byzdx− − − = ,  

( )22 0R b xyz− ⋅ = ,  (2) 

 ( ) ( )2 24 4dx xR byz dy yR bxz− + − +    

 ( )24 0dz zR bxy+ − = ,  

( )( )2
0 0 0 04x x x R by z− − +

( )( )2
0 0 0 04y y y R bx z− − +   

( )( )2
0 0 0 04 0z z z R bx y+ − − = ,  
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( ) ( )2 2

2

4 4
4

dx xR byz dy yR bxz
dz

zR bxy
− + −

= −
−

,  

2

2

4
4x

xR byzz
zR bxy

−
= −

−
, 

2

2

4
4y

yR bxzz
zR bxy

−
= −

−
.  

2) Ищем локальный экстремум только в 
области 0 0 0x y z> > >  . Положим 0dz = , 

4R bxyz= ,  
4

2

2

0,
4 ,
4 ,

R bxyz
xR byz
yR bxz

 − =
 =
 =

, 0x y= > , 

4 2

2

0,
4 ,

,

R bx z
R bz
y x

 − =
 =
 =

 

2 2
2 0,

16
b z bx z− =  2 0,

16
bz x− =  28 2 0,

16
z x− =  

2 2z x= ,  

( )22 2 4 42 8 2 2 0x x x x+ + − = ,  
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( )22 4 44 8 2 2 0x x x+ − = ,  

( )221 4 0x+ − = , ( )21 2x+ = , 2 1x =    

3) Решение: 1x y= = , 2z = .  
4) Второй дифференциал,  

( ) ( )2 24 4dx xR byz dy yR bxz− + −    

( )24 0dz zR bxy+ − = ,  

( )( )2
0 0 0 04x x x R by z− − +

( )( )2
0 0 0 04y y y R bx z− − +   

( )( )2
0 0 0 04 0z z z R bx y+ − − = ,  

( ) ( )2 2[ 4 4d dx xR byz dy yR bxz− + −    

 ( )24 ] 0dz zR bxy+ − = ,  

 ( ) ( )2 24 4dx d xR byz dy d yR bxz⋅ − + ⋅ −    
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 ( )24dz d zR bxy+ ⋅ −  ( )2 24 0zR bxy d z+ − = ,  
Но в точке возможного экстремума 0dz = , 
поэтому  
 ( ) ( )2 24 4dx d xR byz dy d yR bxz⋅ − + ⋅ −   

 ( )2 24 0zR bxy d z+ − = ,  

 ( )24 4 (2 2 )dx R dx x xdx ydy bzdy+ + −   

 ( )24 4 (2 2 )dy R dy y xdx ydy bzdx+ ⋅ + + −   

 + ( )2 24 0zR bxy d z− = ,  

2d z =   
2 2 2

2

(4 8 )
4
R x dx

zR bxy
+

−
−

 2

( 2 16 )
4
bz xy dxdy

zR bxy
− +

−
−

 

2 2 2

2

(4 8 )
4
R y dy

zR bxy
+

−
−

.   

2 1 1 2 4R = + + = ,  
 24 4 2 4 8 2 1 8 2zR bxy− = ⋅ − ⋅ = ,  
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2 2

2 2

4 8 81
8 4 88 2

R x bz xy
H

bz xy R y
 + − +−

=  
− + + 

,  

24 81
8 248 2

H
− −

=  − 
, 

24 81
8 248 2

H
− 

=  − 
,  

Это максимум.  
99..55..  ННееяяввнныыее  ффууннккццииии  ввииддаа  

1,2 ( , , ) 0F x y z = ..    
99..55..11..  ТТееооррееммаа  оо  ннееяяввнноойй  ффууннккццииии  
( ), , 0F x y z =   ии  ( ), , 0G x y z = ..    

Теорема 3 (о неявной функции, определяемой 
системой ( ), , 0F x y z = , ( ), , 0G x y z = ).  

Рассмотрим систему 
( )
( )

, , 0,
, , 0.

F x y z
G x y z

=
 =
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Пусть ( ), ,F x y z  и ( ), ,G x y z  определены в 
некоторой окрестности точки 0 0 0 0( , , )M x y z ,  
(1) ( )0 0F M = , ( )0 0G M = ,  

(2) ( ), ,F x y z  и ( ), ,G x y z  непрерывны в ок-
рестности 0M ,  
(3) ( ), ,F x y z  и ( ), ,G x y z  дифференцируемы 
в 0M ,  
(4) yF , zF , yG , zG  существуют в ( )0MΩ  и 
непрерывны в точке 0M ,  

(5) 0y z

y z

F F
G G

≠  в 0M . Тогда (а) в некоторой 

( )0xΩ  определены функции ( )y f x= , 

( )z g x= , для которых одновременно  
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( ) ( )( ), , 0F x f x g x =  и ( ) ( )( ), , 0G x f x g x = .  
(б) Эти функции дифференцируемы в точке 

0M , причем  
,
,

y z x

y z x

F dy F dz F dx
G dy G dz G dx

+ = −
 + = −

  

определитель этой системы отличен от нуля,  
x z

x z x z z x

y z y z z y

y z

F dx F
G dx G F G F Gdy dx
F F F G F G
G G

−
− −

= = −
−

,  

y x

y x y x x y

y z y z z y

y z

F F dx
G G dx F G F G

dz dx
F F F G F G
G G

−
− −

= = −
−

.  
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Заметим, что формулу для dy , dz  можно за-

писать в виде 
0,
0.

x y z

x y z

F dx F dy F dz
G dx G dy G dz

+ + =
 + + =

  

1. Докажем существование.  

1) 0y z

y z

F F
G G

≠  в 0M , поэтому ( )0 0yF M ≠  

или ( )0 0zF M ≠ .  

2) Пусть ( )0 0yF M ≠ . Тогда выполнены все 
условия теоремы 2, так что уравнение 
( ), , 0F x y z =  можно разрешить относительно 

y , и найти ( ),y h x z=  такую, что 

( )( ), , , 0F x h x z z =  в некоторой прямоуголь-

ной окрестности D  точки ( )0 0,x z .  
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3) Наш план: решим уравнение 
( )( ), , , 0G x h x z z =  и найдем ( )z g x= . Тогда 

( )( ) ( ),y h x g x f x= = .  
4) Условия 1–4 теоремы 1 для уравнения 

( )( ), , , 0G x h x z z =  выполнены. Проверим, 

что ( )( ), , , 0dA G x h x z z
dz

= ≠  в точке ( )0 0,x z .  

Найдем ( )( ), , , y z z
dA G x h x z z G h G
dz

= = + .  

Так как ( )( ), , , 0F x h x z z = , то  

0y z zF h F+ = , z
z

y

Fh
F

= − .  
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( )( ), , , z
y z

y

Fd G x h x z z G G
dz F

= − +  

y z z y

y

G F G F
F

− +
=  0

y z

y z

y

F F
G G

F
= ≠ . Таким обра-

зом, все условия теоремы 2 для уравнения 
( )( ), , , 0G x h x z z =  выполнены. Поэтому най-

дется окрестность точки 0x , в которой вы-
полнено утверждение теоремы.   
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99..55..22..  ММееттооддииккаа  ввыыччииссллеенниияя  ввттооррооггоо  
ддииффффееррееннццииааллаа    

( )
( )

, , 0,
, , 0,

F x y z
G x y z

=
 =

 
,
,

y z x

y z x

F dy F dz F dx
G dy G dz G dx

+ = −
 + = −

 

2 2

2 2

,
,

y z y z x

y z y z x

F d y F d z dydF dzdF dxdF
G d y G d z dydG dzdG dxdG
 + + + = −
 + + + = −

 

2 2

2 2

,
,

y z y z x

y z y z x

F d y F d z dydF dzdF dxdF
G d y G d z dydG dzdG dxdG
 + = − − −
 + = − − −

  

Далее найдем y yx yy yzdF F dx F dy F dz= + + , при-
чем для dy  и dz    

99..55..33..  ППррииммееррыы  ( ), , 0F x y z =   ии  ( ), , 0G x y z = ..    

Пример 1.  2 2 2

4,
6,

x y z
x y z

+ + =
 + + =

 причем 1( )z f x= , 

2 ( )y f x= .  
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1) 
0,

0,
dx dy dz

xdx ydy zdz
+ + =

 + + =
 dy dx dz= − − ,    

( ) 0xdx y dx dz zdz− + + = ,  

( ) ( )dz z y dx y x− = − , y xdz dx
z y
−

=
−

, dz y x
dx z y

−
=

−
, 

причем 0z y− ≠ .  

2) 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

0,
0,

d x d y d z
xd x yd y zd z dx dy dz

 + + =


+ + + + + =
  

2 2

2 2 2 2 2

0,
0,

d y d z
yd y zd z dx dy dz

 + =


+ + + + =
  

2 2

2 2 2 2 2

0,
,

d y d z
yd y zd z dx dy dz

 + =


+ = − − −
  

2 2

2 2 2 2 2

0,
,

yd y yd z
yd y zd z dx dy dz

 + =


+ = − − −
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2 2 2 2( ) ,z y dz dx dy dz− = − − −   
2 2 2

2 ,dx dy dzd z
z y

− − −
=

−
   y xdz dx

z y
−

=
−

, 

x zdy dx
z y
−

=
−

,  

2 2

2 2

1
,

x z y x
z y z y

d z dx
z y

   − −
+ +   − −   = −

−
   

2 2 2
2 2

3

( ) ( ) ( ) ,
( )

z y x z y xd z dx
z y

− + − + −
= −

−
  

0dz = , 0y x
z y
−

=
−

, y x= ,    2 2

2 4,
2 6,

x z
x z
+ =

 + =
  

a) 1y x= = , 2z = , 2 0d z < , максимум  

b) 5
3

y x= = , 2
3

z = , 2 0d z > ,  минимум  
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99..66..  ББооллььшшааяя  ттееооррееммаа  оо  ннееяяввнноойй  
ффууннккццииии..    
Обозначим ( )1 ,..., mX x x= , ( )1 ,..., nY y y=   

( ) ( )( )0 0
0 1 ,..., mX x x , ( ) ( )( )0 0

0 1 ,..., nY y y , и рассмотрим 

систему ( )1 , 0F X Y = ,…, ( ), 0nF X Y = , кото-
рую запишем в векторно-матричной форме, 
( ), 0F X Y = , где 

( ) ( ) ( )( )1, , ,..., ,
T

nF X Y F X Y F X Y= .  
Теорема 4. Пусть  
1) функция ( ),F X Y  непрерывна в ( )0 0,X YΩ ,  

2) ( )0 0, 0F X Y = ,  

3) ( ),F X Y  дифференцируема в 0M ,  
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4) YF  существует в ( )0 0,X YΩ  и непрерывна в 

( )0 0,X Y ,  

5) 0YF ≠  в ( )0 0,X Y .  

Тогда в некоторой ( )0 0,X YΩ  определена 

функция ( )Y f X= , для которой 

( )( ), 0F X f X = . Эта функция дифференци-

руема в точке ( )0 0,X Y , причем Y xF dY F dx= − , 
определитель этой системы отличен от нуля. 
Формулу для дифференциала можно записать 
в виде 0Y xF dY F dx+ = .  
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99..77..  ННееяяввнныыее  ффууннккццииии,,  ооппррееддеелляяееммыыее  

ссииссттееммоойй  
( , , , ) 0,
( , , , ) 0.

f x y u v
g x y u v

=
 =

    

Пример 1. 2 2

,
2 ,

x uv
y u v
=

 = +
 причем нужно найти 

( , )u x y , ( , )v x y .  

А) 
,
,

dx vdu udv
dy udu vdv

= +
 = +

 
,
,

vdu udv dx
udu vdv dy

+ =
 + =

  

2

2

,
,

uvdu u dv udx
uvdu v dv vdy
 + =


+ =
   2 2( ) ,u v dv udx vdy− = −   

2 2 2 2 ,u vdv dx dy
u v u v

−
= +

− −
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b) 
2

2

,
,

v du uvdv vdx
u du uvdv udy
 + =


+ =
2 2( ) ,u v du udy vdx− = −   

2 2 2 2 ,v udu dx dy
u v u v
−

= +
− −

  

2 2 2 2, ,x y
v uu u

u v u v
−

= =
− −

   

2 2 2 2, ,x y
u vv v

u v u v
−

= =
− −

  

2 2 2

2 2 2 2 2

0,
0,

vd u dudv ud v dudv d x
ud u du vd v dv d y

 + + + = =


+ + + = =
 

2 2

2 2 2 2

2 ,
,

vd u ud v dudv
ud u vd v du dv
 + = −


+ = − −
  

2 2 2 2 2( ) 2u v d u udu vdudv udv− = − + − ,  
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2 2
2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 ,
( )

,

,

udu vdudv udvd u
u v

v udu dx dy
u v u v

u vdv dx dy
u v u v

 − + −
= −

 −
= + − −

− = + − −
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99..88..  ЗЗааддааччаа  оо  рреешшееннииии  ннееллииннееййннооггоо  
ууррааввннеенниияя  сс  ппааррааммееттрроомм    
99..88..11..  ЛЛееккцциияя  ТТКК--11      
99..88..22..  ППррииммееррыы  ууррааввннеенниияя  ( ), 0u p y =     

Пример 1.  3 3 0y y− = ,  

( )2 3 0y y − = , { }3;0; 3y∈ − .  

Пример 2.  3 3 0y py− = ,  

( )2 3 0y y p− = , 

{ }
{ }

{ }

,0, , 0,

0 , 0,

,0, , 0.

y p p p

y p

y i p i p p

 ∈ − >

 ∈ =

 ∈ − − − <
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99..88..33..  ТТееооррееммаа  ообб  ууррааввннееннииии  ( ), 0u p y =     

Теорема. Пусть ( )0 0 0,M p y ,  

1) ( )0 0u M = ,  

2) функция ( ),u p y  непрерывна в ( )0MΩ ,  
3) ( , )u x y  дифференцируема в 0M , причем yu  

существует в ( )0MΩ  и непрерывна в 0M ,  

4) ( )0 0yu M ≠ .  

Тогда (a) в некоторой ( )0MΩ  определена 

единственная функция ( )y f p= , для которой 

( )( ), 0u p f p = . Эта функция (b) непрерывна 

в некоторой ( )0MΩ , (с) дифференцируема в 

0M , 
( )
( )

0

0

p

y

u M
dy dp

u M
= − , или 

( )
( )

0

0

p
p

y

u M
y

u M
= − .  
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Заметим, что формулу для дифференциала 
можно записать в виде 0p yu dp u dy+ = , или 

0dF = .  
99..88..44..  ППррииммееннееннииее  ттееооррееммыы  ( ), 0u p y =     

Пример 3. 3 3p y y= − ,  
cata-Ch02-Sample01.mcd  

3 3 0y y p− − = , ( )23 3 0dy y dp− − = , 

2

1
3 3

dy
dp y

=
−

, 1y ≠ ± .   
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Пример 4, Гистерезис. 3 3p y y= − ,  
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2

1
3 3

dy
dp y

=
−

, ( )p t , ( )y t , 2

1
3 3

dy dt
dp dt y

=
−

, 

2

1
3 3

dy dt
dt dp y

=
−

, 
( )

( )
2
1

3 3
dy g t

ydt
dp g t
dt

⋅
−= , 

( )

( ) 2

,

1 ,
3 3

dp g t
dt
dy g t
dt y

 =

 = ⋅

−

, 
( )
( )

2

, ,
,

,
3 3

p g p t
g p t

y
y

•

•

 =


=
−

  

Пример 5, для самостоятельной работы.  
2sinp y yπ π= + ,  

cata-Ch02-Sample03.mcd  
Пример 6, для самостоятельной работы.  

5 33 25 60p y y y= − + ,  
cata-Ch02-Sample02.mcd  
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99..88..55..  ППррииммееннееннииее  ттееооррееммыы  ( )1,2 , , 0u p y z =     

Пример 1. 
( )
( )

, , 0,
, , 0,

u p y z
v p y z

=
 =

  

99..88..66..  ППррииммееннееннииее  ттееооррееммыы  ( )1,2 , , , 0u p q y z =     

Пример 1. 
( )
( )

, , , 0,
, , , 0,

u p q y z
v p q y z

=
 =

  

 
99..99..  ТТееооррееммаа  оо  ппооззииццииии  ллооккааллььннооггоо  
ээккссттррееммууммаа  сс  ппааррааммееттрроомм..    
99..99..11..  ЗЗааддааччаа  ( ), ,u x y p extr→ ..    

Задача ( ), ,u x y p extr→ .  
Необходимые условия локального экстрему-
ма  
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( )
( )

, , 0,
, , 0.

x

y

u x y p
u x y p

=
 =

  

99..99..22..  ТТееооррееммаа  оо  ннееяяввнноойй  ффууннккццииии  FF((xx,,yy,,zz))==00,,  
GG((xx,,yy,,zz))==00..    
Теорема (о неявной функции, определяемой 
системой ( ), , 0F x y z = , ( ), , 0G x y z = ).  

Рассмотрим систему 
( )
( )

, , 0,
, , 0.

F x y z
G x y z

=
 =

  

Пусть ( ), ,F x y z  и ( ), ,G x y z  определены в 
окрестности точки 0 0 0 0( , , )M x y z , и  
(1) ( )0 0F M = , ( )0 0G M = ,  

(2) ( ), ,F x y z  и ( ), ,G x y z  непрерывны в ок-
рестности 0M ,  
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(3) ( ), ,F x y z  и ( ), ,G x y z  дифференцируемы 
в 0M ,  
(4) yF , zF , yG , zG  существуют в ( )0MΩ  и 
непрерывны в 0M ,  

(5) 0y z

y z

F F
G G

≠  в 0M . Тогда (а) в некоторой 

( )0xΩ  определены функции ( )y f x= , 

( )z g x= , для которых одновременно  

( ) ( )( ), , 0F x f x g x =  и ( ) ( )( ), , 0G x f x g x = .  
(б) Эти функции дифференцируемы в точке 

0M , причем  
,
,

y z x

y z x

F dy F dz F dx
G dy G dz G dx

+ = −
 + = −

  

определитель этой системы отличен от нуля,  
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x z

x z x z z x

y z y z z y

y z

F dx F
G dx G F G F Gdy dx
F F F G F G
G G

−
− −

= = −
−

,  

y x

y x y x x y

y z y z z y

y z

F F dx
G G dx F G F G

dz dx
F F F G F G
G G

−
− −

= = −
−

.  

Заметим, что формулу для dy , dz  можно за-

писать в виде 
0,
0.

x y z

x y z

F dx F dy F dz
G dx G dy G dz

+ + =
 + + =

.  

99..99..33..  ЗЗааддааччаа  ( ), ,u x y p extr→ ..    

Задача ( ), ,u x y p extr→ .  
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Необходимые условия локального экстрему-
ма  

( )
( )

, , 0,
, , 0.

x

y

u x y p
u x y p

=
 =

  

Теорема (о зависимости положения точки ло-
кального экстремума дифференцируемой 
функции от параметра). Пусть 0 0 0 0( , , )M x y p ,  
1) ( )0 0xu M = , ( )0 0yu M = ,  

2) функции ( ), ,xu x y p  и ( ), ,yu x y p  непре-

рывны в ( )0MΩ ,  

2) ( ), ,xu x y p  и ( ), ,yu x y p  дифференцируемы 
в 0M ,  
3) xxu , xyu , yxu , yyu  существуют окрестности 

0M  и непрерывны в 0M ,  
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4) 0xx xy

yx yy

u u
u u

≠  в 0M .  

Тогда в некоторой окрестности 0p  определе-
ны функции ( )x f p= , ( )y g p=  для которых 

( ) ( )( ), , 0xu f p g p p = , 

( ) ( )( ), , 0yu f p g p p = .  
Эти функции дифференцируемы в 0M , при-

чем 
,
,

xx xy xp

yx yy yp

u dx u dy u dp
u dx u dy u dp

+ = −
 + = −

 определитель 

системы отличен от нуля, или, что то же са-
мое,  
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xp xx

yp yx

xx xy

yx yy

u u
u u

dx dp
u u
u u

−
−

= , 

xx xp

yx yp

xx xy

yx yy

u u
u u

dy dp
u u
u u

−
−

= .  

Заметим, что формулу для дифференциала 
можно записать в виде 

0,
0,

xx xy xp

yx yy yp

u dx u dy u dp
u dx u dy u dp

+ + =
 + + =

.  

99..99..44..  ППррииммееррыы  ррееггуулляяррнноойй  ззааввииссииммооссттии  оотт  
ппааррааммееттрраа    
Пример 1а.  

( ) 3 3, 3u x y x y xy= + − , 
2

2

3 3 0,
3 3 0,

x y
y x

 − =


− =
  

6 3
3 6
x

H
y

− 
=  − 

,  

mailto:boombook@yandex.ru


64        MA k1s2m3-n04a-Формула Тейлора  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, , boombook@yandex.ru  

(а) ( ) ( ), 1;1x y = , 
6 3
3 6

H
− 

=  − 
,   

(б) ( ) ( ), 0;0x y = , 
0 3
3 0

H
− 

=  − 
,  

Пример 1б.  

( ) 3 3, , 3u x y p x y pxy= + − , 
2

2

3 3 0,
3 3 0,

x py
y px

 − =


− =
 

6 3
3 6
x p

H
p y

− 
=  − 

,  

(а) ( ) ( ), ;x y p p= , 
6 3
3 6
p p

H
p p

− 
=  − 

,   

(б) ( ) ( ), 0;0x y = , 
0 3
3 0

p
H

p
− 

=  − 
,  
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2

2

0,
0,

x py
y px

 − =


− =
    

2 0,
2 0,

xdx pdy ydp
ydy pdx xdp

− − =
 − − =

  

2 ,
2 ,

xdx pdy ydp
pdx ydy xdp

− =
− + =

  

2

2
2

x ydp
p xdp

dx
x p
p y

−
=

−
−

,    

2

2
2

x y
p x

dx dp
x p
p y

−
=

−
−

,  

2

2

2
4
yp xdx dp
xy p
+

=
−

, 
1

3
3p

dx dp dp
=
= = .  

Пример 2б. ( ) ( ), , 3u x y p xy p x y= − − ,  

Пример 3б. ( ) ( )2 3, , 6 2 3u x y p x y p x y= − − ,  

Пример 4б. ( ) ( ), , , 4u x y z p xyz p x y z= − − − ,  
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99..99..55..  ППррииммееррыы  ннееррееггуулляяррнноойй  ззааввииссииммооссттии  
оотт  ппааррааммееттрраа    
Пример 3а. ( ) 4 4 2 3, , 4 2u x y p x y px q y= + − − ,  

99..1100..  ТТееооррееммаа  оо  ппооззииццииии  ллооккааллььннооггоо  
ээккссттррееммууммаа  сс  ддввууммяя  ппааррааммееттррааммии..    
99..1100..11..  ЗЗааддааччаа  ( ), , ,u x y p q extr→ ..    

Необходимые условия локального экстрему-
ма  

( )
( )

, , , 0,
, , , 0.

x

y

u x y p q
u x y p q

=
 =

  

cata-extr2d-std-So1.mcd  
99..1100..22..  ММаашшииннаа  КК11..    

( ) ( ) ( )2 2
1 2, , ,u x y p q k x p k y q= − + −  

( )2
3 0k l l+ − ,  
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( )22 cos cosl d a x b y= − −  ( )2sin sina x b y+ − ,  
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