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  ЛЛееккцциияя  99..  ООппррееддееллеенннныыйй  ииннттее--

ггрраалл..    
99..11..  ООппррееддееллеенннныыйй  ииннттееггрраалл    
99..11..11..  РРааззббииееннииее,,  ввыыббооррккаа,,  ииннттееггрраалльь--
нныыее  ссууммммыы..    
Пусть на [ ],a b  задана ограниченная 

функция ( )f x .  
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Опр.1.  Разбиение T  отрезка [ ],a b  – это 

набор сегментов 
1,k k kT x x
−

 =   , 

1,...,k n= , где { }0 1 1, ,..., ,n nx x x x−  –узлы 
разбиения, причем 

0 1 ... na x x x b= < < < = , 

1 0k k kx x x
−

∆ = − > .  

Опр.2.  Диаметром разбиения T  назы-
вается число 

( )1max k kk
diamT x x

−
= − .  

Замечание. T∀  верно 0diamT > .  
Опр.3.  Выборка 
( ) { } [ ]1, ,x x x kT x xξ ξ −Ξ = ∈ .  
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Вопрос:  Возможно ли равенство 
1k kξ ξ− =  при некотором k ?  

Опр 4. Интегральная сумма, 
( ) ( ), k k

k
I T x f ξΞ = ∆ ⋅∑ .  

99..11..22..  ВВееррххннииее  ии  нниижжннииее  ссууммммыы..    
Пусть 

[ ]
( )

1 ,
inf

k k
k x x x

m f x
−∈

=  и 

[ ]
( )

1 ,
sup

k k
k

x x x
M f x

−∈
= .  

Опр.5.  Нижняя сумма Дарбу равна 

( )
1

n

k k
k

s T m x
=

= ∆∑ , верхняя сумма Дарбу 

равна ( )
1

n

k k
k

S T M x
=

= ∆∑ .  
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O

 y

 a  b xk  xk+1

 mk

 x

 A

 B

O

 y

 a  b xk  xk+1

 Mk

 x

 A

 B

 
Теорема 1.  T∀  верно ( ) ( )s T S T≤ .  

 ( ) ( ) ( )
1

0
n

k k k
k

S T s T M m x
=

− = − ∆ ≥∑ .   

Теорема 2.  ( ),T T∀ ∀Ξ  верно 

( ) ( ) ( ),s T I T S T≤ Ξ ≤ .  

 Так как ( )k km f x M≤ ≤  на 

1,k kx x
−

   , то 
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( )k k k k k km x f x M xξ∆ ≤ ∆ ≤ ∆ , 

( )
1 1 1

n n n

k k k k k k
k k k

m x f x M xξ
= = =

∆ ≤ ∆ ≤ ∆∑ ∑ ∑ .   

Теорема 3.  
( ) ( ) ( )0 : ,T T I T s Tε ε′ ′∀ ∀ > ∃Ξ Ξ − < ,  

( ) ( ) ( )0 : ,T T S T I Tε ε′′ ′′∀ ∀ > ∃Ξ − Ξ < .  
 Пусть T  и 0ε >  заданы. Тогда 

( )
1 1

n n

k k k k
k k

I s f x m xξ
= =

− = ∆ − ∆∑ ∑  

( )( )
1

n

k k k
k

f m xξ
=

= − ∆∑ , 
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{ } [ ]11,..., , :k k kk n x xξ −∀ ∈ ∃ ∈  

( ) 10 k k
k

f m
n x

εξ≤ − ≤
∆

.   

Вопрос: Приведите пример ( )f x , T  и 

( )T′Ξ  такие, что ( ) ( ),I T s T′Ξ = .  

99..11..33..  ППооттооммккии  ии  ппррееддккии..    
Опр.6. Пусть имеются два набора точек,  

{ }0 1, ,..., nX x x x′ ′ ′ ′= , 0x a′ = , nx b′ = ,  

{ }0 1, ,..., mX x x x′′ ′′ ′′ ′′= , 0x a′′ = , mx b′′ = ,  
Пусть X X X′ ′′=  , т.е. 

{ }0 1 1 1, ,..., , ,...,n mX x x x x x −′ ′ ′ ′′ ′′=  (объедине-
ние, переставленное в порядке возрас-
тания элементов). Разбиение 
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( )T T T T X′ ′′= =  называется объеди-

нением (потомком) разбиений ( )T X′ ′  и 

( )T X′′ ′′ , которые для своего потомка 
являются предками.  
Теорема 4. ,T T′ ′′∀  и T T T′ ′′=   верны 
неравенства  
( ) ( )s T s T ′≥ , ( ) ( )s T s T ′′≥ ,  

( ) ( )S T S T ′≤ , ( ) ( )S T S T ′′≤ .  Само-
стоятельно.   
Теорема 5.  ,T T′ ′′∀  верно ( ) ( )s T S T′ ′′≤ .  
 Пусть T T T′ ′′=  , тогда 
( ) ( ) ( ) ( )s T s T S T S T′ ′′≤ ≤ ≤ .   
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Теорема 6.  Для любой ограниченной на 
[ ],a b  функции ( )f x  существуют 

( )inf
T

S T  и ( )sup
T

s T .  

 Пусть 0T  некоторое фиксированное 
разбиение. Тогда T∀  верно 
( ) ( )0s T S T≤ , так что множество ( ){ }s T  

ограничено сверху. Аналогично, множе-
ство ( ){ }S T  ограничено снизу. Далее 
самостоятельно.   

Опр 7. Верхний интеграл: ( )inf
T

I S T=


,  

Нижний интеграл: ( )sup
T

I s T=


.  
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99..11..44..  ИИннттееггррииррууееммыыее  ппоо  РРииммааннуу  
ффууннккццииии    
Опр.8а (Римана). Функцию ( )f x , огра-

ниченную на [ ],a b , называют интегри-

руемой на [ ],a b  по Риману, если 

( ) ( )
0 max 0

lim , lim
k

k kdiamT x k
I T x f ξ

→ ∆ →
∃ Ξ = ∆ ⋅∑ . 

Условие ( )
0

lim ,
diamT

I T I
→

∃ Ξ =  означает, 

что 0 0 : :T diam Tε δ δ∀ > ∃ > ∀ <  и 

( )T∀Ξ  верно ( ),I T I εΞ − < . Обозна-

чение: ( ) ( )
0

lim ,
b

adiamT
I I T f x dx

→
= Ξ = ∫ .  

Замечание.  Раньше мы определили  
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1) Фигуру на плоскости как множество 
точек, расположенных внутри простой 
замкнутой кривой, т.е. замкнутой кри-
вой без самопересечений и самоналоже-
ний, составленной из конечного числа 
гладких кривых без особых точек.  
2) Вписанный в фигуру многоугольник, 
описанный многоугольник.  
3) Внешнюю площадь фигуры D , 
( )

( )
( )inf

m
mG D

S D S G=


 

, где mG


 есть опи-

санный многоугольник, площадь кото-
рого мы уже умеем вычислять.  
3) Внутреннюю площадь фигуры D , 
( )

( )
( )inf

m
mG D

S D S G=


 

, где mG


 есть вписан-

ный многоугольник.  
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4) Квадрируемые фигуры, для которых 
( ) ( )S D S D=




.  
Поэтому естественно рассматривать 
также площадь специальной фигуры, 
a x b≤ ≤ , ( )0 y f x≤ ≤ . Это с одной 
стороны, сужение понятия площади фи-
гуры на фигуры, три граничных линии 
которых отрезки, а с другой стороны, 
расширение понятия площади фигуры, 
так как требуется только ограничен-
ность функции ( )f x , но не ее глад-
кость. Естественно поэтому использо-
вать также  
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Опр.8б (равносильное). Функцию ( )f x , 

ограниченную на [ ],a b , называют ин-

тегрируемой на [ ],a b , если I I=



.  

Обозначение: ( )
b

a
I I I f x dx= = = ∫




.  

99..11..55..  ННееооббххооддииммооее  ии  ддооссттааттооччннооее  уусс--
ллооввииее  ррааввееннссттвваа  ввееррххннееггоо  ии  нниижжннееггоо  
ииннттееггррааллоовв..    
Теорема 7.  Для того, чтобы для ограни-
ченной на отрезке функции ( )f x  было 

выполнено условие I I=



 необходимо и 
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достаточно, чтобы 
( ) ( )0 :T S T s Tε ε∀ > ∃ − < .  

1. Пусть I I I= =



 и 0ε > . Тогда  

( ):
2

T I s T ε′ ′∃ − < , ( ):
2

T S T I ε′′ ′′∃ − < .  

Пусть T T T′ ′′=  . Тогда ( ) ( )s T s T ′≥ , 

( ) ( )S T S T ′′≤ . Поэтому ( )
2

I s T ε
− < , 

( )
2

S T I ε
− < , ( ) ( )S T s T ε− < .  
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2. Пусть ( ) ( )0 :T S T s Tε ε∀ > ∃ − < . 

Так как ( ) ( )s T I I S T≤ ≤ ≤



, то 0ε∀ >  

верно I I ε− ≤



, поэтому 0I I− =




.   

99..11..66..  ЛЛееммммаа  ДДааррббуу  ((ббеезз  ддооккааззааттееллььсстт--
вваа))..    
Теорема 8 (Дарбу).  

)(lim
0^

TsI
diamT→

= , )(lim
0

^
TSI

diamT→
= . Доказа-

тельство будет дано на консультации.  
Теорема 9 (эквивалентность двух опре-
делений). Определения 

( )
0

lim ,
diamT

I I T
→

= Ξ  и I I I= =



 равносиль-

ны.  
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1. Пусть I I=



. Заметим, что 

( ),T T∀ ∀Ξ  верно 

( ) ( )( ) ( ),s T I T T S T≤ Ξ ≤ . Устремим 
0diamT →  и используем лемму Дарбу, 

( )s T I→


, ( )S T I→


, поэтому 

( )( ),I T T IΞ → .  

2. Пусть ( )
0

lim ,
diamT

I T I
→

∃ Ξ = . Тогда 

0 0 : :T diam Tε δ δ∀ > ∃ > ∀ <  и ( )T∀Ξ  

верно ( ),
4

I T I ε
Ξ − < . Зафиксируем 
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любое такое T . Тогда 

( ) ( ) ( ): ,
4

T I T s T ε′ ′∃Ξ Ξ − < ,  

( ) ( ) ( ): ,
4

T S T I T ε′′ ′′∃Ξ − Ξ < . Поэтому  

( ) ( ) ( ) ( ),S T s T S T I T ′′− < − Ξ +  

( ) ( ), ,I T I T′′ ′+ Ξ − Ξ +  

( ) ( ),I T s T ε′+ Ξ − < .   

99..11..77..  ННееооббххооддииммооее  ии  ддооссттааттооччннооее  уусс--
ллооввииее  ииннттееггррииррууееммооссттии    
Теорема 10.  Для того, чтобы ограни-
ченная на отрезке функция ( )f x  была 
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интегрируема, необходимо и достаточ-
но, чтобы ( ) ( )0 :T S T s Tε ε∀ > ∃ − < .  
Опр.9.  Колебанием ограниченной 
функции ( )f x  на промежутке X  назы-
вается число 
( ) ( ) ( )( )

,
, sup

x X x X
f X f x f xω

′ ′′∈ ∈
′ ′′= − .  

Теорема 11.  
( ), sup ( ) inf ( )

x Xx X
f X f x f x

∈∈
= −ω .  Дока-

зать самостоятельно.   
Теорема 12.  
( ) ( ) [ ]( )1, ,k k k

k
S T s T f x x xω −− = ∆∑ .  

Доказать самостоятельно.   
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Теорема 13.  Для того, чтобы ограни-
ченная на отрезке функция ( )f x  была 
интегрируема, необходимо и достаточ-
но, чтобы 

[ ]( )10 : , ,k k k
k

T f x x xε ω ε−∀ > ∃ ∆ <∑ .   

 Доказать самостоятельно.   

99..22..  ККллаассссыы  ииннттееггррииррууееммыыхх  
ффууннккцциийй    
99..22..11..  ИИннттееггррииррууееммооссттьь  ннееппррееррыыввнныыхх  
ффууннккцциийй    
Теорема 1.  Если ( )f x   на [ ],a b , то 

[ ]( ) ( ) ( ), ,f a b f b f a= −ω .  Доказать 
самостоятельно.   
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Теорема 2. T∀  верно 
( ) ( ) [ ]( )1, ,k k k

k
S T s T f x x xω −− = ∆∑ .  

Теорема 3. Всякая непрерывная функ-
ция на [ ],a b  интегрируема на [ ],a b .  
 В соответствии с теоремой Кантора, 

0 0 : , :x x x xε δ δ′ ′′ ′ ′′∀ > ∃ > ∀ − <  верно 

( ) ( )f x f x ε′ ′′− < .  

Пусть 0>ε , 1 0
b a

= >
−
εε  и diam X < δ . 

Тогда [ ]( )1 1, ,k kf x x− ≤ω ε , 

( ) ( ) ( )1 1k
k

S T s T x b aε ε ε− ≤ ∆ = − =∑ .   
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99..22..22..  ИИннттееггррииррууееммооссттьь  ммооннооттоонннныыхх  
ффууннккцциийй    
Теорема 4.  Всякая монотонная ограни-
ченная на [ ],a b  функция интегрируема 
на [ ],a b .  
 Для возрастающей функции 

[ ]( ) ( ) ( )1 1, ,k k k kf x x f x f xω − −= − , 

( ) ( ) ( ) ( )( )1k k k
k

S T s T x f x f x −− = ∆ ⋅ −∑  

( ) ( ) ( )( )1max k k kk k
x f x f x −≤ ∆ −∑  

( ) ( )( )diamT f b f a= ⋅ − . Далее само-
стоятельно.   

mailto:boombook@yandex.ru


27        MA k1s2m3-n10-Определенный интеграл  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

99..22..33..  ППррииммеерр  ннееииннттееггррииррууееммоойй  ффууннкк--
ццииии..    
Функция Дирихле на отрезке [ ]0,1 , при-
нимающая значение 0 в рациональных 
точках и значение 1 в иррациональных 
точках данного отрезка, не интегрируе-
ма (по Риману) на [ ]0,1 .  

99..33..  1100--55..  ООссннооввнныыее  ссввооййссттвваа..    
Опр 1. ( ) 0

a

a
f x dx =∫ .  

Опр 2. ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫ .  

Теорема 1. ( )
b

a
Cdx C b a= −∫ .  
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( )
1

n

k k
k

S T M x
=

= ∆∑  
1

n

k
k

C x
=

= ∆∑  
1

n

k
k

C x
=

= ∆∑  

( )C b a= − ,  

( )
1

n

k k
k

s T m x
=

= ∆∑  
1

n

k
k

C x
=

= ∆∑  
1

n

k
k

C x
=

= ∆∑  

( )C b a= − , ( )I I C b a= = −



.   

Теорема 2. Если ( )f x  и ( )g x  интегри-

руемы на [ ],a b , то ( ) ( )f x g x±  интег-

рируема на [ ],a b , и ( ) ( )( )b

a
f x g x dx±∫  

( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx= ±∫ ∫ .  

mailto:boombook@yandex.ru


29        MA k1s2m3-n10-Определенный интеграл  

А.А.Быков   boombook.narod.ru, boombook@yandex.ru  

 Так как [ ] [ ] [ ]k k kM f g M f M g+ ≤ + , 

то  ( ) [ ]
1

,
n

k k
k

S f g T M f g x
=

+ = + ∆∑   

 [ ] [ ]
1 1

0 0

n n

k k k k
k k

M f x M g x
− −

= =

≤ ∆ + ∆∑ ∑   

( ) ( ), ,S f T S g T= + . 
Аналогично, 
( ) ( ) ( ), , ,s f g T s f T s g T+ ≥ + . 

Так как ( ) ( ) ( ), , ,S f g T S f T S g T+ ≤ + , 

то ( )inf ,
T

S f g T+ ≤  

( ) ( )inf , inf ,
T T

S f T S g T≤ + ,  

( ) ( ) ( )I f g I f I g+ ≤ +
  

, аналогично  
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( ) ( ) ( )I f I g I f g+ ≤ +
  

. Поэтому 

( ) ( )I f g I f g+ = +



.   

Теорема 3. Если ( )f x  интегрируема на 

[ ],a b , то ( )f x  интегрируема на [ ],a b .  
 Колебание 
( ) ( ) ( )( )

,
, sup

x X x X
f X f x f xω

′ ′′∈ ∈
′ ′′= −  

( ) ( )
,

sup
x X x X

f x f x
′ ′′∈ ∈

′ ′′= −  

( ) ( )
,

sup
x X x X

f x f x
′ ′′∈ ∈

′ ′′≤ −  ( ),f X= , далее 

применим необходимое и достаточное 
условие интегрируемости.   
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Теорема 4. Если ( )f x  и ( )g x  интегри-

руемы на [ ],a b , то ( ) ( )f x g x⋅  интегри-

руема на [ ],a b .  

 ( ) ( ) ( )( )
,

, sup
x X x X

fg X fg x fg xω
′ ′′∈ ∈

′ ′′= −  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),

sup
x X x X

f x g x f x g x
f x g x f x g x′ ′′∈ ∈

′ ′ ′ ′′− +
=

′ ′′ ′′ ′′+ −
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),

sup
x X x X

f x g x g x

g x f x f x′ ′′∈ ∈

′ ′ ′′− +  =
′′ ′ ′′+ −  

 

( ) ( ) ( )
,

sup
x X x X

f x g x g x
′ ′′∈ ∈

′ ′ ′′≤ −    

( ) ( ) ( )
,

sup
x X x X

g x f x f x
′ ′′∈ ∈

′′ ′ ′′+ −    
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( ) ( ) ( )
,

sup sup ...
x X x X x X

f x g x g x
′ ′ ′′∈ ∈ ∈

′ ′ ′′≤ ⋅ − +  

[ ] ...M g fω ε≤   ⋅ + ≤  , далее применим 
необходимое и достаточное условие ин-
тегрируемости.   
Теорема 5. ( ) ( )

b b

a a
kf x dx k f x dx=∫ ∫ .  

Теорема 6. Если [ ] [ ], ,c d a b⊂  и  

( )
b

a
f x dx∃∫ , то ( )

d

c
f x dx∃∫ .  Возьмем 

специальное разбиение T , в число уз-
лов которого входит ,c d …   
Теорема 7. ,a b∀ , ( ),c a b∀ ∈  верно 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ .  
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99..44..  ГГлл  1100--66..  ООццееннккии..    
99..44..11..  ООццееннккии  ттииппаа  ннееррааввееннссттвв..    
Т1. Если интегрируемая ( ) 0f x ≥  на 

[ ],a b , то ( ) 0
b

a
f x dx ≥∫ .  

 T∀  верно ( ) 0k k ks T m x= ∆ ≥∑ , 

поэтому sup 0k k kT
I m x= ∆ ≥∑


.   

Т2. Если интегрируемые ( ) ( )f x g x≤  на 

отрезке [ ],a b , то ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ . 

Самостоятельно.  
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Т3. Если непрерывная ( ) 0f x ≥  на [ ],a b  

и ( ) ( ), : 0t a b f t∃ ∈ > , то ( ) 0
b

a
f x dx >∫ . 

Применим теорему об устойчивости 
знака непрерывной функции.  
Т4а. Если ( )f x  интегрируема на [ ],a b  

и [ ],x a b∀ ∈  верно ( )m f x M≤ ≤ , то 

( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ .  

 ( ) k kk k ks T m x m x= ∆ ≥ ∆∑ ∑  

( )m b a= − , 

( )sup k k kT
I m x m b a⇒ = ∆ ≥ −∑


.   
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Т4b. Если ( )f x  интегрируема на [ ],a b , 

то ( )
[ ]

( ) ( )
;

inf
b

aa b
b a f x f x dx− ⋅ ≤ ∫  

( )
[ ]

( )
;

sup
a b

b a f x≤ − ⋅ .  

Т4c. Если ( )f x  интегрируема на [ ],a b , 

то 
[ ]

( )
( )

[ ]
( )

; ;
inf sup

b

a

a b a b

f x dx
f x f x

b a
≤ ≤

−
∫ .  

Замечание. [ ]

( )
,

b

a
a b

f x dx
f

b a
=

−
∫  называ-

ется средним значением интегрируемой 
функции ( )f x  на [ ],a b .  
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Т5а. Если ( )f x  интегрируема на [ ],a b , 

то ( )f x  интегрируема на [ ],a b  и 

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫ .  

1) Колебание функции ( )f x  не 

больше, чем колебание функции ( )f x .  

2) ( ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ ≤ , 

( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f x dx f x dx− ≤ ≤∫ ∫ ∫ .   

Т5б. Если ( )f x  и ( ) 0g x ≥  интегрируе-

мы на [ ],a b  и на отрезке [ ],a b  выпол-

няются неравенства ( )m f x M≤ ≤ , то 
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( ) ( ) ( )
b b

a a
m g x dx f x g x dx≤∫ ∫  

( )
b

a
M g x dx≤ ∫ . Самостоятельно.  

99..44..22..  ППееррввааяя  ттееооррееммаа  оо  ссррееддннеемм..    
Т6а. Если ( )f x  интегрируема на [ ],a b  

и ( )m f x M≤ ≤  на [ ],a b   

(например, 
[ ]

( )
,

inf
a b

m f x= , 
[ ]

( )
;

sup
a b

M f x= ),  

то [ ],m M∃ ∈µ : ( ) ( )
b

a
f x dx b aµ= −∫ .  

 ( ) ( ) ( )
b b

a a
m g x dx f x g x dx≤∫ ∫  

( )
b

a
M g x dx≤ ∫ , ( ) 1g x = ,  
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( )1 1
b b b

a a a
m dx f x dx M dx≤ ≤∫ ∫ ∫ ,  

( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ ,  

( )
( )

b

a
f x dx

m M
b a

≤ ≤
−

∫ , m Mµ≤ ≤ , 

( )
( )

b

a
f x dx

b a
µ =

−
∫ .   

Т6б. Если ( )f x  непрерывна на [ ],a b , то 

[ ], :c a b∃ ∈  ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx f c b a= ⋅ −∫ .  
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 Пусть 
[ ]

( )
,

inf
a b

m f x= , 
[ ]

( )
,

sup
a b

M f x= ). 

Тогда Mdxxf
ab

m
b

a

≤
−

≤ ∫ )(1  и 

[ ], :m M∃ ∈µ  1 ( )
b

a

f x dx
b a

µ=
− ∫ .  

Т.к. ( )f x  непрерывна на [ ],a b , то су-

ществует такое [ ],c a b∈ , что 

µ=
− ∫

b

a

dxxf
ab

)(1  и ( )f cµ = , [ ],c a b∈ , 

тогда ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx b a f c= −∫ .   
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99..44..33..  ООббооббщщееннннааяя  ппееррввааяя  ттееооррееммаа  оо  
ссррееддннеемм..    
Т7а. Если ( )f x  и ( )g x  интегрируемы 

на [ ],a b , 
[ ]

( )
;

inf
a b

m f x= , 
[ ]

( )
;

sup
a b

M f x= , и 

на [ ],a b  ( ) 0g x ≥ , то [ ], :m M∃ ∈µ  

( ) ( ) ( )
b b

a a
f x g x dx g x dxµ=∫ ∫ .  

 1) Пусть ( ) 0
b

a
g x dx =∫  и 

( ) ( ) ( )
b b

a a
m g x dx f x g x dx≤∫ ∫  

( )
b

a
M g x dx≤ ∫ , то ( ) ( ) 0

b

a
f x g x dx =∫ . 

Годится 1µ = .  
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2) Пусть теперь ( ) 0
b

a
g x dx >∫ . Тогда   

( ) ( ) ( )
b b

a a
m g x dx f x g x dx≤∫ ∫  

( )
b

a
M g x dx≤ ∫ ,  

( ) ( )
( )

b

a
b

a

f x g x dx
m M

g x dx
≤ ≤∫

∫
, 

( ) ( )
( )

b

a
b

a

f x g x dx

g x dx
µ = ∫

∫
, m Mµ≤ ≤ .   

Т7b. Если ( )f x  непрерывна, ( )g x  ин-

тегрируема на [ ],a b , и ( ) 0g x ≥ , то 
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[ ], :c a b∃ ∈  

( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
f x g x dx f c g x dx= ⋅∫ ∫ .  

99..44..44..  ВВттооррааяя  ттееооррееммаа  оо  ссррееддннеемм    
Т8. Если ( )f x  интегрируема, ( )g x  мо-

нотонна на [ ],a b , то [ ], :c a b∃ ∈   

( ) ( )
b

a
f x g x dx∫  

( ) ( ) ( ) ( )
c b

a c
g a f x dx g b f x dx= +∫ ∫ .  
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99..55..  ФФооррммууллаа  ННььююттооннаа  
ЛЛееййббннииццаа    
99..55..11..  ИИннттееггрраалл  сс  ппееррееммеенннныымм  ввееррххнниимм  
ппррееддееллоомм    
Опр.1. Пусть ( )f x  интегрируема на 
[ , ]a b  и [ , ]x a b∈ . Интегралом с пере-
менным верхним пределом называется 

( )
x

a
f t dt∫ .  

Теорема 1. 1) Если ( )f x  непрерывна на 

[ , ]a b , то функция ( )( )
x

a
x f t dtΦ = ∫  

дифференцируема в любой внутренней 
точке отрезка [ , ]a b  и ( ) ( )x f x′Φ = .  
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2) Интеграл ( )( )
x

a
x f t dtΦ = ∫  является 

первообразной для непрерывной функ-
ции ( )f x .  
 Пусть ( ),x a b∈ и ( ),x x a b+ ∆ ∈ . То-

гда 
0

( ) ( )( ) lim
x

x x xx
x∆ →

Φ + ∆ −Φ′Φ =
∆

, причем  

( ) ( )x x xΦ +∆ −Φ  

( ) ( )
x x x

a a
f t dt f t dt

+∆
= −∫ ∫  

( ) ( )
x x

x
f t dt f c x

+∆
= = ∆∫ , где 

( ),c x x x∈ +∆ . При ∆x→0 имеем 

( ) ( )f c f x→ , поэтому ( )( )x f x′Φ = .   
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99..55..22..  ФФооррммууллаа  ННььююттооннаа--ЛЛееййббннииццаа    
Теорема 2 (формула Ньютона-
Лейбница). Пусть ( )f x  непрерывна на 

[ ],a b  и ( )F x −первообразная ( )f x  на 

[ ],a b . Тогда ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫ .  

 ( ) ( )
b

a
b f t dtΦ = ∫ , 

( ) ( ) 0
a

a
a f t dtΦ = =∫ . Поэтому 

( )
b

a
f t dt∫ =Ф(b)=Ф(b)–Ф(a). Если ( )F x  

–другая первообразная для функции 
( )f x , то F(x)=Ф(x)+С и 

( ) ( ) ( )
b

a
F b F a f t dt− = ∫ .   
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99..66..  ММееттооддыы  ииннттееггрриирроовваа--
нниияя..    
99..66..11..  ЗЗааммееннаа  ппееррееммеенннноойй..    
Теорема 1 (замена переменной в опре-
деленном интеграле). Пусть ( )f x  не-

прерывна на [ ],a b , ( )x tϕ=  непрерывно 
дифференцируема на [α,β] и ϕ(α)=a, 
ϕ(β)=b, ϕ([α,β])=[a,b]. Тогда  

( ) ( )( ) ( )
b

a
f x dx f t t dt

β

α
ϕ ϕ′=∫ ∫ .  

99..66..22..  ППоо  ччаассттяямм..    
Теорема 2 (определенное интегрирова-
ние по частям). Пусть ( )u x , ( )v x  − 
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две непрерывно дифференцируемые 
функции на [ ],a b . Тогда  

b bb

aa a
udv uv vdu= −∫ ∫ .  

Пример 1. 
1

2

0

sin ;
1

0; / 2
x t

x dx
α β π
= 

− =  = = 
∫   

/2
2

0

1 sin cost tdt
π

= −∫   
/2

2

0

cos tdt
π

= ∫  

/2

0

1 (1 cos 2 )
2

t dt
π

= +∫   

/2

0

1 1 1sin 2 sin
2 2 4 4 4

t t
π π ππ = + = + = 

 
.   
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Пример 2а. 

( ) ( )
5 58 93 3

0 0

15 5
9

x x dx x d x− = − −∫ ∫  

( ) ( )
59 93 2

0

51 35 5
09 9

x x x x dx= − − + −∫  

( )
5 102

0

3 5
9 10

x d x−
= −

⋅ ∫  

( ) ( )
510 102

0

53 3 25 5
09 10 9 10

x x x x dx− ⋅
= − + −

⋅ ⋅ ∫  

( )
5 11

0

3 2 5
9 10 11

xd x− ⋅
= −

⋅ ⋅ ∫  

( )11 53 2 5
09 10 11

x x− ⋅
= −

⋅ ⋅
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( )
5 11

0

3 2 5
9 10 11

x dx⋅
+ −

⋅ ⋅ ∫  

( )
5 12

0

3 2 5
9 10 11 12

d x− ⋅
= −

⋅ ⋅ ⋅ ∫  

( )12 53 2 5
09 10 11 12

x− ⋅
= −

⋅ ⋅ ⋅
 123 2 5

9 10 11 12
⋅

=
⋅ ⋅ ⋅

.  

Пример 2б. ( )
0

a nmx a x dx−∫  

( )
( ) ( )

1 ... 2
1 ... 1

n mm m
a

n n m
+⋅ − ⋅ ⋅

=
+ ⋅ ⋅ + +

 

( )
1! !

1 !
n mm n a

n m
+ +=

+ +
.   
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Пример 3. Пусть ( ) ( )2 1
n n

n n

dP x x
dx

 = −  
. 

и m n< . Тогда ( ) ( )
1

1
n mP x P x dx

−
∫  

( ) ( )
1

2 2

1

1 1
n mn m

n m

d dx x dx
dx dx−

   = − −      ∫ . 

( ) ( )
1 1

2 2
1

1

1 1
n mn m

n m

d dx d x
dx dx

−

−
−

   = − −      ∫  

( ) ( )
1

2 2
1

1
1 1

1

n mn m

n m

d dx x
dx dx

−

−
   = − −       −

 

( ) ( )
1 1

2 2
1

1

1 1
n mn m

n m

d dd x x
dx dx

−

−
−

   − − ⋅ −      ∫  
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(продолжите самостоятельно по час-
тям).  
Пример 5. 2

0
cos3 xx e dx

π

∫  

2

0

1 cos3
2

xx de
π

= ∫  

2 2

0

1 1cos3 cos3
2 2

x x

o

e x e d x
π

π
= − ∫  

2 01 1cos3 cos 0
2 2

e eπ π= −  

2

0

3 sin 3
2

xe xdx
π

+ ∫  

2
2

0

1 3 sin 3
2 4

xe xde
π π+

= − + ∫  
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2
2 2

0
0

1 3 3sin 3 sin 3
2 4 4

x xe xe e d x
ππ π+

= − + − ∫  

2
2

0

1 9 cos3
2 4

xe e xdx
π π+

= − − ∫ , 

2

0
cos3xe xdx

π

∫  
2

2

0

1 9 cos3
2 4

xe e xdx
π π+

= − − ∫ , 

2
2

0

9 11 cos3
4 2

x ee xdx
ππ + + = − 

  ∫ , 

( )2 2

0

2cos3 1
13

xe xdx e
π π= − +∫ .   
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99..66..33..  ННааххоожжддееннииее  ппллоощщааддеейй  ппллооссккиихх  
ффииггуурр..    
Криволинейной трапецией называют 
плоскую фигуру, ограниченную осью 
Ox, графиком функции ( )y f x=  и дву-
мя вертикальными прямыми x a=  и 
x b= . Площадь такой фигуры находят 

по формуле ( )
b

a
S f x dx= ∫ . Трапеция 

может также опираться на ось Oy, рас-
полагаться под осью Ox или слева от 
оси Oy. В этих случаях площадь находят 
соответственно по формуле: 

d

c
S xdy= ∫ ; 

b

a
S ydx= −∫ ; 

d

c
S xdy= −∫ . 
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При нахождении площади криволиней-
ной плоской фигуры, ограниченной не-
сколькими кривыми, ее следует разбить 
на части, площадь каждой из которых 
можно найти по одной из приведенных 
формул. 

99..77..  ППррииммееннееннииее  ооппррееддееллеенн--
ннооггоо  ииннттееггррааллаа..    
99..77..11..  ЛЛииннееййнныыее  ммооммееннттыы--11..    

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ), ,
b

a b a
M f x x f x x dxρ ρ=   ∫ ,  

[ ] ( ) ( ), 1,
b

a b a
M x x dxρ ρ=   ∫ ,  

[ ] [ ] ( ), 1
b

a b a
M x dxρ= ∫ ,  
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[ ] [ ] ( ),

b

a b a
M x x x dxρ= ∫ ,  

[ ] ( )2 2
,

b

a b a
M x x x dxρ  =  ∫ ,  

[ ]
[ ]

[ ]

,

,
,

[ ]

[1]
a b

a b
a b

M x
x

M
= ,  

[ ]
[ ]

[ ]

2
,2

,
,

[ ]

[1]
a b

a b
a b

M x
x

M
= ,  

99..77..22..  ЛЛииннееййнныыее  ммооммееннттыы--22..    
( ) nx xρ = , [ ],a b ,  

[ ] [ ]
1 1

, 1
1

n n

a b
b aM

n

+ +−
=

+
,  
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[ ] [ ]
2 2

, 2

n n

a b
b aM x

n

+ +−
=

+
,  

[ ]

3 3
2

, 3

n n

a b
b aM x

n

+ +−  =  +
,  

[ ]

2 2

2 2

1 1 1 1,

12
2

1

n n

n n

n n n na b

b a
n b anx

b a n b a
n

+ +

+ +

+ + + +

−
+ −+= =

− + −
+

,  

[ ]

3 3
2

1 1,

1
3

n n

n na b

n b ax
n b a

+ +

+ +

+ −
=

+ −
,  
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99..77..33..  ППллоощщааддьь  ппллооссккоойй  ффииггууррыы..    

  
Если a x b≤ ≤ , ( )0 y y x≤ ≤ , то  

[ ] 11D
D

dxM dy= ∫∫  
( )

0

b y x

a
dx dy= ∫ ∫  

( )
b

a
y x dx= ∫ ,  

( )[1]
b

D a
M y x dx= ∫  – площадь.  
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Если a x b≤ ≤ , ( ) ( )1 2y x y y x≤ ≤ , то  

1[1]D
D

dM xdy= ∫∫  2

1

( )

( )
1

b y x

a y x
dx dy= ∫ ∫  

( ) ( )( )2 1

b

a
y x y x dx= −∫ ,  

( )2 1[1] ( ) ( )
b

D a
M y x y x dx= −∫ – площадь.  
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99..77..44..  ППллоощщааддьь  ффииггууррыы  ( )x f y= ..    
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99..77..55..  ММооммееннттыы::  xx..    

[ ]D
D

xdM x xdy= ∫∫  2

1

( )

( )

b y x

a y x
xdx dy= ∫ ∫ ,  

( )2 1[ ] ( ) ( )
b

D a
M x x y x y x dx= −∫ .  

[ ]
[1]

D
D

D

M xx
M

= .  

99..77..66..  ММооммееннттыы::  2x ..    
22

D
D

x dxdM x y   = ∫∫  2

1

( )2

( )

b y x

a y x
x dx dy= ∫ ∫ ,  

( )2 2
2 1( ) ( )

b

D a
M x x y x y x dx  = −  ∫ .  

2
2 [ ]

[1]
D

D

M xx
M

= , 22D x x= − .  
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99..77..77..  ММооммееннттыы::  y ..    

 [ ]
D

D ydxM y dy= ∫∫  ( )2

1

( )

( )

b y x

a y x
dx y x dy= ∫ ∫ ,  

[ ]
2

1

2 22
2 1( ) ( )

2 2

y
b b

D a a
y

y x y xyM y dx dx−
= =∫ ∫ . 

[ ]DM y =  

2 1
2 1

( ) ( )( ( ) ( ))
2

b

a

y x y xy x y x dx+
= −∫ . 

[ ]
[1]

D
D

D

M yy
M

= .  

99..77..88..  ММооммееннттыы::  2y ..    

 22
D

D

y dxdM y y   = ∫∫  2

1

( ) 2

( )

b y x

a y x
dx y dy= ∫ ∫ ,  
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[ ]
2

1

3 33
2 1( ) ( )

3 3

y
b b

a a
y

y x y xyM y dx dx−
= =∫ ∫ . 

[ ] ( )2 1( ) ( )
b

D a
M y y x y x= −∫  

2 2
2 1 2 1( ) ( )

2
y x y y y x dx+ + .  

2
2 [ ]

[1]
D

D
D

M yy
M

= , 22Dy y y= − .  
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